



Процене градијената функција и







Estimates of gradients and operator





• проф. др Милош Арсеновић,
ЧЛАНОВИ КОМИСИЈЕ
• проф. др Милош Арсеновић, редовни професор Математичког факултета
• проф. др Оливера Михић, редовни професор Факултета организационих
наука
• проф. др Данко Јоцић, редовни професор Математичког факултета
Процена градијената функција и норми
оператора у теорији хармонијских функција
• РЕЗИМЕ. У овој тези разматрају се оцене норми оператора у теорији
хармонијских функција и процене градијената функција.
Први резултати наведени у тези су неједнакости Шварцовог типа за хо-
ломорфна пресликавања јединичне лопте Bn у јединичну лопту Bm, затим
аналогне неједнакости за холоморфне функције на диску D без нула, као и
плурихармонијске функције на јединичној лопти Bn са кодоменом у (−1, 1).
Овим су дата побољшања тврђења добијених у [32] и [18]. Такође, дат је нов
доказ чињенице да су позитивне хармонијске функције на полуравни контрак-
тивне, ако се на полуравни H и на R+ посматрају хиперболичке метрике([47]).
Осим тога, друга глава садржи и примере који показују да исто не важи ако
се посматрају полупростори виших димензија. Наведени резултати објављени
су у [55].
Резултати наведени у трећој глави везани су за одређивање тачних полу-
норми једне тежинске варијанте Березинове трансформације, посматране на
L∞(Bn) са кодоменом у глатком Блоховом простору ([57]).
Четврта глава садржи бројне резултате везане за Бергманову пројекци-
ју. Решен је проблем Марковића и Калаја постављен у [28], који се односи
на одређивање тачне полунорме Бергманове пројекције из L∞(Bn) на B(Bn).
Чињеница да се на Блоховом простору посматра полунорма задата помоћу
M−инваријантног градијента представљала је срж проблема. Такође, дате
су и оптималне процене градијента Бергманове пројекције Lp функције на
јединичној лопти Bn, као и последице које се односе на Кошијеву пројекцију и
одговарајуће оцене градијената у Хардијевим и Бергмановим просторима. До-
бијене су и тачне вредности Блохових полунорми и норми Кошијеве пројекције
на L∞(Sn). Добијени резултати базирани су на [56] и [58].
У последњој глави дат је доказ дела хипотезе Холенбека и Вербицког из




s за 0 < s ≤ 2
на Lp(T), где је P+ Рисова пројекција и P− = I − P+. Осим тога, дате су и
одговарајуће дуалне неједнакости и доказана је њихова оптималност. Рад [45]
инспирисан је резултатима из [25] и [33].
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Estimates of gradients and operator norm
estimates in harmonic function theory
• ABSTRACT. In this thesis we study sharp estimates of gradients and
operator norm estimates in harmonic function theory.
First, we obtain Schwarz-type inequalities for holomorphic mappings from the
unit ball Bn to the unit ball Bm, and then analoguous inequalities for holomorphic
functions on the disk D without zeros and pluriharmonic functions from the unit
ball Bn to (−1, 1). These extend results from [32] and [18]. Also, we give a new proof
of the fact that positive harmonic function in the upper-half plane is a contraction
with resprect to hyperbolic metrics on both H and R+ ([47]). Besides that, in the
second chapter, we construct the examples to show that the analoguous does not
hold for the higher-dimensional upper-half spaces. All mentioned results are from
the authors’ paper [55].
In the third chapter we intend to calculate the exact seminorm of the weighted
Berezin transform considered as an operator from L∞(Bn) to the ”smooth” Bloch
space ([57]).
The fourth chapter contains results concerning Bergman projection. We solve
the problem posed by Kalaj and Marković in [28] on determining the exact seminorm
of the Bergman projections from L∞(Bn) to the B(Bn). The crucial obstacle is
the fact that B(Bn) is equipped with M−invariant gradient seminorm. Also, we
provide the sharp gradient estimates of the Bergman projection of an Lp function
in the unit ball Bn, as well as its consequences on Cauchy projection and certain
gradient estimates for the functions from the Hardy and Bergman spaces.We obtain
the exact values of the Bloch’s seminorms and norms for the Cauchy projection on
L∞(Sn). These results are based on the papers [56] and [58].
The last chapter contains the proof of the one part of Hollenbeck-Verbitsky





0 < s ≤ 2 on Lp(T), where P+ is the Riesz projection and P− = I − P+. Also we
give the appropriate dual estimates and prove that they are sharp. The paper [45]
is motivated by the results from [25] and [33].
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Предговор
У овој дисертацији бавимо се проценама градијената функција и норми
извесних оператора који имају битну улогу у теорији хармонијских функција.
Теза је подељена у пет глава.
У првој глави наведене су дефиниције основних појмова на које се у раду
позивамо. Заједно са дефиницијама појмова, дати су и неки основни ставови
који их повезују, као и референце на литературу у којој се могу наћи њихови
докази.
Основна тема друге главе је Шварцова лема. Први одељак садржи основну
формулацију Шварцове леме и општи преглед резултата који је уопштавају,
као што су оцене коефицијената аналитичких функција, Шварцове леме за
хармонијске, плурихармонијске или холоморфне функције више променљи-
вих, геометријска уопштења итд. У другом одељку наведене су хармонијске
Шварцове леме, док се у трећем бавимо резултатима који су били непосредна
мотивација аутору за његова истраживања. То су резултати Калаја, Ђаконова
и Марковића из [32], [18] и [47]. Калај у [32] доказује Шварцову лему за
холоморфна пресликавања јединичног диска у Cn у јединични диск у Cm,
интерпретирајући их и као контракције у односу на хиперболичке метрике на
овим доменима. Осим тога, у истом раду доказана је и извесна неједнакост за
плурихармонијске функције. Такође, Ђаконов у [18] разматрајући Блохове
просторе, доказује аналогон Шварцове леме за аналитичке функције у диску
које немају нула, док Марковић у [47] доказује контрактивност позитивних
хармонијских функција на полуравни у односу на хиперболичке метрике на H
и R+. Аутор у [55] користећи појам инваријантног градијента и Бергманове
метрике на јединичној лопти појачава Калајеве неједнакости и Ђаконовље-
ву лему. Исти рад садржи и кратак доказ Марковићеве теореме заснован
на Харнаковој неједнакости као и контрапримере који показују немогућност
уопштења на позитивне хармонијске функције на полупросторима.
Трећа глава посвећена је Березиновој трансформацији, која је моћан алат
за проучавање оператора на просторима аналитичких функција. Дефинише се
и Березинова трансформација Lp функције на јединичној лопти, што постаје
основни предмет даљег истраживања у тези. Преглед основних резултата
о Березиновој трансформацији дат је у прва два одељка, док наредна два
садрже неке оцене норми Березинове трансформације. Први резултат везан за
норму овог оператора на Lp(D) даје Достанић у [16] користећи Шуров тест за
процену норме одозго, а затим и погодну фамилију тест функција за процену
одоздо. Пратећи исти метод, тврђење уопштавају Лиу и Жоу у [43], а затим и
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Марковић([48]), користећи фамилију оператора на сегменту [0, 1] реалне праве.
Марковић примећује да овим аргументом добија и тачну норму на Lp(Bn) тзв.
максималне Бергманове пројекције. Резултат Перале из [65], даје мотивацију
за разматрање Березинове трансформације као оператора из L∞(Bn) у глатки
Блохов простор. Разматрањем овог оператора на простору са тежинском
мером, аутор тезе у [57], у извесним случајевима даје оптималну оцену, а у
другима доста јаку неједнакост.
Четврта глава садржи резултате везане за одговарајуће процене норми
Бергманове пројекције и градијената функција које припадају слици Lp(Bn)
овим оператором. Тако прво наводимо Лиуово побољшање процене норме
Бергманове пројекције на Lp(Bn) одоздо, а потом и ауторове резултате моти-
висане радовима Перале [65] и Калаја и Марковића [28]. У [65] и [66] Перала
налази тачну полунорму и норму Бергманове пројекције на L∞(D) са Блоховим
простором као кодоменом, док Калај и Марковић уопштавају ово тврђење на
јединичну лопту у Cn и постављају проблем одређивања тачне полунорме, у
случају када је полунорма задата инваријантним градијентом. Аутор у [58]
решава овај проблем, користећи посебну технику, а потом у [57] разматра
Бергманову пројекцију на Lp(Bn) и добија тачка по тачка најбољу процену
градијента фунцкија која припада слици овог оператора. На овај начин се
добија норма на Блоховом простору у специјалном случају, а дубља разма-
трања дају и неколико других последица занимљиве интерпретације. Тако се
добија и процена градијента функције из Бергмановог простора A2(Bn), али и
аналогни резултати везани за градијент решења ∂−једначине, норме Кошијеве
пројекције и процену градијента функције из H2(Bn).
Последња глава посвећена је Рисовој пројекцији на Lp(T) и решавању
хипотезе Холенбека и Вербицког о тачној норми нелинеарног оператора(
|P+f |s + |P−f |s
) 1
s , за 0 < s ≤ 2 и 1 < p < +∞. У првом одељку су, при
том, дате основне особине Рисове пројекције, као и опис основног метода који
се користи за доказивање основних резултата из [45]. Наредна два одељка
садрже доказ хипотезе Холенбека и Вербицког из [26]. Наиме, прво су доказане
основне неједнакости користећи метод плурисубхармонијских миноранти, а
потом и оптималност добијених оцена конструисањем фамилије ”екстремалних”
функција. Коначно, последњи одељак садржи и оптималне дуалне неједнако-
сти, као и једну примену на изопериметријске неједнакости за хармонијске
функције из [33].
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Захвалио бих се ментору проф. др Милошу Арсеновићу на преузимању врло
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Глава 1
Уводни појмови и ознаке
У овој глави увешћемо неке основне појмове на које ћемо се касније често
позивати. Глава је издељена на већи број секција у којима су, осим самих
појмова, наведене и неке њихове најважније особине. Тврђења која прате
појмове нису на главној линији текста, па су и докази изостављени. Уместо
тога, дате су референце на литературу у којој се исти могу наћи, али и створити
шира слика о самим појмовима који се разматрају.
1.1 Јединична лопта Bn и полупростор Rn+
Основни домени на којима су дефинисани простори функција којима ћемо
се бавити раду су јединична лопта и полупростор. Јединичну лопту у Cn озна-
чаваћемо са Bn. Она представља скуп Bn = {z ∈ Cn | |z| < 1}. Разматраћемо и
јединичну лопту у Rn, аналогно дефинисану, коју ћемо означавати са Bn.
Са Rn+ означаваћемо скуп {x ∈ Rn+1 |x = (x1, x2, . . . , xn+1), xn+1 > 0}, који
представља горњи полупростор у Rn+1. Аналогни појам у Cn+1 је Зигелов
горњи-полупростор који се дефинише као Un = {z ∈ Cn+1 | Im zn+1 >
∑n
j=1 |zj|2}.




Векторски простор холоморфних функција на лопти Bn означаваћемо са
H(Bn), док ће ознака за одговарајући простор хармонијских функција бити
означаван са h(Bn). Аналогне ознаке уводимо и у случају осталих домена које
разматрамо.
У раду ћемо такође разматрати и плурихармонијске функције. Функција
f : Bn → C је плурихармонијска ако је, за сваку комплексну праву la,b = {a+bζ},
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1.3. СКАЛАРНИ ПРОИЗВОД
функција ζ 7→ f(a + bζ) хармонијска на скупу Al = {ζ ∈ C | a + bζ ∈ Bn}.
Показује се да важи следеће: функција f је плурихармонијска на Bn ако и
само ако је f реални део функције холоморфне на Bn. Доказ овог тврђења и
више детаља о овој класи функција може се наћи у [37].
1.3 Скаларни производ





где је z = (z1, z2, . . . , zn) и w = (w1, w2, . . . , wn).
1.4 Аутоморфизми лопте Bn
Аутоморфизми јединичне лопте су бијективна холоморфна пресликава-
ња јединичне лопте Bn на себе чији је инверз такође холоморфан. Овакво












Хермитска ортогонална пројекција на комплексну праву генерисану са a, а
Qz = z − Pz.






1− |a|2 = (1− 〈a, z〉)(1− 〈a, ϕa(z)〉). (1.3)
Пресликавања ϕa су и инволутивна, тј. важи ϕa ◦ ϕa = id.





Више детаља о аутоморфизмима лопте може се наћи у [71], а о истом се у




Бихоломорфна пресликавања диска D на себе дата су Мебијусовим транс-
формацијама. Међутим, Мебијусове трансформације се у вишим димензијама
разликују од аутоморфизама и нису бихоломорфна пресликавања. Наиме, оне
чине групу трансформација које чувају углове и дефинишу се и у Rn.
Пресликавање Ta(x) које слика a ∈ Bn у нулу дато је формулом
Ta(x) =
(1− |a|2)(x− a)− |x− a|2a
1− 2x · a+ |x|2|a|2
. (1.5)
Специјално, у случају јединичне лопте у Cn, иста формула добија облик
Ta(z) =
(1− |a|2)(z − a)− |z − a|2a
1− 2Re〈z, a〉+ |a|2|z|2
. (1.6)
За Мебијусове трансформације важи следећа једнакост
1− |Tw(z)|2 =
(1− |w|2)(1− |z|2)
1 + |w|2|z|2 − 2Re〈z, w〉
. (1.7)
Више о Мебијусовим трансформацијама може се наћи у [2].
1.6 Хиперболичка и Бергманова метрика
У комплексној равни C, хиперболичка метрика се може дефинисати на










log |1− zw|+ |z − w|
|1− zw| − |z − w|
. (1.8)






ρ(z, w) = 2 tanh−1
∣∣∣∣z − wz − w
∣∣∣∣. (1.9)
Овако задате метрике имају више уопштења на доменима у Cn, односно Rn.
Нека од њих су Бергманова, хиперболичка, Каратеодоријева, Кобајашијева.
За специјалне домене, као нпр. за јединичну лопту Bn неке од ових метрика
се поклапају. Више информација о овим метрикама, њиховим односима и
особинама може се наћи у [1], [36], [52].
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1.7. ГРАДИЈЕНТ У ПРАВЦУ, ГРАДИЈЕНТ И M-ИНВАРИЈАНТНИ
ГРАДИЈЕНТ. ФРЕШЕОВ ИЗВОД
Ми ћемо се овде задржати на хиперболичкој и Бергмановој метрици. На-
поменимо још и да је суштинска разлика између ових метрика следећа: хи-
перболичка метрика је метрика константне негативне Гаусове кривине, док је
Бергманова метрика дефинисана као Риманова метрика са линијским елемен-
том који зависи од вредности Бергмановог језгра. Ови детаљи нама неће бити
од пресудног значаја. Детаљније се може наћи у [36].
Основна карактеристика Бергманове метрике коју ћемо ми овде користити
је следећа:
Ако су Ω1,Ω2 ⊆ Cn омени и f : Ω1 → Ω2 бихоломорфно ресликавање Ω1 на
Ω2, аа f инукује изомерију Берманових мерика




, z, w ∈ Ω1.
Бергманово растојање тачака у јединичној лопти Bn дато је формулом
dBn(z, w) = log
|1− 〈z, w〉|+
√
|z − w|2 + |〈z, w〉|2 − |z|2|w|2
|1− 〈z, w〉| −
√
|z − w|2 + |〈z, w〉|2 − |z|2|w|2
(1.10)
или краће,




где је ϕz(w) аутоморфизам лопте дат изразом (1.1).
Хиперболичка растојања на осталим скуповима од значаја за тезу, дата су
формулама:
ρR+(x, y) = log
y
x
, за y ≥ x > 0, (1.12)






, за x, y ∈ Bn, (1.13)






, за xn, yn > 0. (1.14)
1.7 Градијент у правцу, градијент иM-инвари-
јантни градијент. Фрешеов извод
Будући да су процене градијента главна тема ове тезе, разјаснићемо разне
варијанте тог појма које ће се у наставку појављивати.
У зависности да ли је функција коју посматрамо функција више реалних
или комплексних променљивих, разликоваћемо реални и комплексни градијент.
Реални градијент дефинисан је као n-торка
7















где је x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, а ∂f∂xi , i = 1, . . . , n одговарајући парцијални
изводи.
Такође, за функције комплексних променљивих, посматраћемо и два ком-
































∣∣∣∣2 + · · ·+ ∣∣∣∣ ∂f∂zn (z)
∣∣∣∣2. (1.18)
Слично и за |∇zf(z)| и |∇f(z)|.
Наравно, функције n комплексних променљивих природно се могу виде-
ти и као функције 2n реалних променљивих. У том случају, с обзиром на






























за zj = xj + iyj, j = 1, . . . , n, добијамо следећу једнакост:
|∇f(z)| =
√
|∇zf(z)|2 + |∇zf(z)|2. (1.20)


































Слично се добија и у преосталим случајевима.
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1.8. LP ПРОСТОР
M-инваријантни градијент дефинише се помоћу следеће једнакости:
∇̃zf(z) := ∇z(f ◦ ϕz)(0), (1.22)
где је ∇z горе дефинисани комплексни градијент, а ϕz аутоморфизам лопте
Bn дат изразом (1.1). На аналоган начин дефинишу се и ∇̃z и ∇̃z. Приликом
рада са инваријантним градијентом користићемо и идентитет:
|∇̃zf(z)|2 = (1− |z|2)
(





а за f ∈ H(Bn) су обе вредности једнаке |f ′(0)|. Такође, лако уочавамо и
следећу неједнакост:
|∇̃zf(z)| ≥ (1− |z|2)|∇zf(z)|.
Више о M-инваријантном градијенту може се наћи у [62].
Са |f ′(z)| означавамо норму Фрешеовог извода пресликавања f . Подсетимо
се да се Фрешеов извод холоморфног пресликавања f : Ω ⊆ Cn → Cm дефини-
саног на отвореном скупу Ω дефинише као јединствено линеарно пресликавање
L = f ′(z) : Cn → Cm такво да је
f(z + h)− f(z) = f ′(z)h+O(|h|2), |h| → 0.
1.8 Lp простор
Lp простори дефинишу се у општем контексту као простори p-интеграбил-
них функција на мерљивом простору (X,µ). Наиме, ако је X скуп на ком
је дефинисана мера µ, тада је, за 1 ≤ p < +∞, Lp(X,µ) векторски простор








За 1 ≤ p < +∞ овај простор је Банахов, односно комплетан је у односу на
метрику индуковану датом нормом. Простор L∞(X,µ) се по неким особинама





∣∣µ(|f(x)| > M) = 0} < +∞.
У овом раду ће X бити увек неки од скупова D или Bn, а µ мера Лебега
или нормализована Лебегова мера на посматраном скупу.
Веома битна веза међу Lp просторима дата је Хелдеровом неједнакошћу
‖fg‖L1(X,µ) ≤ ‖f‖Lp(X,µ)‖g‖Lq(X,µ),
9
1.9. БЛОХОВ ПРОСТОР B
где је q = p
p− 1
при p > 1, односно q = ∞ за p = 1. Један од основних резултата
у функционалној анализи је дуалност простора Lp и Lq за 1 < p < +∞, као и
(L1)∗ ∼= L∞.
Од посебног значаја биће Хардијеви и Бергманови простори аналитич-
ких или хармонијских функција. Хардијев простор Hp(Bn) је простор свих









где је dσ нормализована мера на сфери Sn и 1 ≤ p < +∞. Одговарајући
простор хармонијских функција посматраћемо на диску D и означавати га са
hp(D).
Бергманов простор аналитичких функција Ap(Bn), 1 ≤ p <∞ дефинисаће-
мо као простор Lp−интеграбилних аналитичких функција на Bn. Аналоган
простор хармонијских функција на диску D означаваћемо са bp(D)
1.9 Блохов простор B





Обично се посматрају аналитички или хармонијски Блохови простори,
али ми ћемо овде посматрати и ”глатки” Блохов простор који чине функције
f ∈ C1(Bn) за које је ова полунорма коначна.
У Блохов простор B норма се обично уводи на следећи начин:
‖f‖B = |f(0)|+ ‖f‖β. (1.25)
Овај простор се природно појављује у многим ситуацијама у којима се
процењује градијент. Нпр. свако холоморфно пресликавање D у D припада
B(D) (ово је последица класичне Шварцове леме). Овде ћемо, осим наведене,
посматрати и следеће полунорме на Блоховом простору:
‖f‖βN = max|m|=N sup|z|<1
(1− |z|2)N
∣∣∣∣∂Nf∂zm (z)
∣∣∣∣, N ∈ N, (1.26)




∣∣∣∣+ max|m|=N sup|z|<1(1− |z|2)N
∣∣∣∣∂Nf∂zm (z)
∣∣∣∣, N ∈ N. (1.27)
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1.10. СПЕЦИЈАЛНЕ ФУНКЦИЈЕ
Такође, имајући у виду дефиницију инваријантног градијента, имамо редом
и следећу полунорму, односно норму:
‖f‖β̃ = sup
|z|<1
|∇̃f(z)|; ‖f‖B̃ = |f(0)|+ sup
|z|<1
|∇̃f(z)|. (1.28)
Детаљније о Блоховим просторима у [77],[78].
1.10 Специјалне функције





Ова функција се у математичкој анализи често појављује, а првенствено се
посматра као интерполација факторијела коме су аргументи природни бројеви.
Може се мероморфно продужити на C помоћу функционалне једначине
Γ(α + 1) = αΓ(α),
која важи на Reα > 0.
Неке друге једнакости које важе за Γ функцију и које ћемо често користити
су
(а) Γ(n) = (n− 1)!, за n ∈ N,




πΓ(2α) (Ојлерова дупликациона формула).




tα−1(1− t)β−1 dt, α, β > 0. (1.30)
Основна релација која је повезује са Γ функцијом и која се често користи је
B(α, β) = Γ(α) Γ(β)
Γ(α + β)
. (1.31)
Гаусове хипергеометријске функције 2F1(α, β; γ; z) задају се помоћу реда






где је (α)k Похамеров симбол дефинисан као (α)k = α(α+1) · · · · · (α+k−1).
Овај ред конвергира увек за |z| < 1. У специјалном случају, када конверги-
ра ред и за z = 1, та вредност може да се одреди из Гаусове формуле
2F1(α, β; γ; 1) =
Γ(γ) Γ(γ − α− β)




Осим ове формуле, у даљем раду ћемо се позивати и на следеће:
а) Ојлерова трансформација:
2F1(a, b; c; z) = (1− z)c−a−b2F1(c−a, c−b; c; z), (1.34)
б) Ојлерове формуле: За Re c > Re d > 0, z 6= 1, |arg(1− z)| < π важи





td−1(1− t)c−d−12F1(a, b; d; tz) dt. (1.35)
Више о особинама хипергеометријских, али и других специјалних функција




2.1 Шварцова лема—основна формулација
и правци уопштавања
Шварцова лема је један од најједноставнијих резултата који указује на
ригидност холоморфних функција. У основној формулацији гласи:
Теорема 1 (Шварцова лема). Нека је D = {z ∈ C | |z| < 1} оворен јеинични
иск у комлексној равни C, и f : D → D холоморфна функција аква а је
f(0) = 0. Таа је |f(z)| ≤ |z| за ∀z ∈ D и |f ′(0)| ≤ 1.
Ако је |f(z0)| = |z0| за бар јено z0 ∈ D или |f ′(0)| = 1, она мора бии и
f(z) = az за неко a ∈ C, |a| = 1.
Доказ. Доказ је једноставан и заснива се на примени принципа максимума





, z 6= 0,
f ′(0), z = 0,
холоморфну на целом D, према условима теореме.
Означимо са Dr скуп {z ∈ C | |z| ≤ r}. Принцип максимума модула даје






, тј. |g(z)| ≤ 1
r
.
Прелазећи на граничну вредност кад r → 1− добијамо g(z) ≤ 1, тј. |f(z)| ≤ |z|.
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2.1. ШВАРЦОВА ЛЕМА—ОСНОВНА ФОРМУЛАЦИЈА И ПРАВЦИ
УОПШТАВАЊА
У неједнакости
∣∣∣∣f(z)− f(0)z − 0
∣∣∣∣ ≤ 1 (која важи јер је, по претпоставци,
f(0) = 0), прелазећи на граничну вредност кад z → 0 добијамо |f ′(0)| ≤ 1.
Ако је, за неко z0 ∈ D, |f(z0)| = |z0| или |f ′(0)| = 1, тада је |g(z0)| = 1, па по
Принципу максимума модула |g(z)| = 1 за све z ∈ D, што даје f(z0) = az0, ∀z ∈ D
и неко a јединичног модула.
Геометријски гледано, може се рећи да је слика сваке тачке у диску ближа
центру диска него сама та тачка.
Следећа верзија леме (Шварц-Пикова теорема) преноси резултат основне
верзије на однос оригинала и слика при холоморфној функцији за две тачке у
диску. Наиме, важи:
Теорема 2 (Шварц-Пик). Нека је f : D → D холоморфна. Таа за све
z1, z2 ∈ D важи:
∣∣∣∣ f(z1)− f(z2)1− f(z1)f(z2)
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ z1 − z21− z1z2
∣∣∣∣, (2.1)






Доказ. Свешћемо теорему на основну верзију леме користећи помоћна пресли-




и ψ(z) = f(z1)− z
1− f(z1)z
.
Како су ова два пресликавања бијекције и ϕ слика z1, а ψ (f(z1)) у нулу,











∣∣∣∣ f(z1)− f(ϕ−1(z))1− f(z1)f(ϕ−1(z))
∣∣∣∣ ≤ |z|.
Стављајући z2 = ϕ−1(z) добијамо:∣∣∣∣ f(z1)− f(z2)1− f(z1)f(z2)
∣∣∣∣ ≤ ∣∣ϕ(z2)∣∣ = ∣∣∣∣ z1 − z21− z1z2
∣∣∣∣.
14
2.1. ШВАРЦОВА ЛЕМА—ОСНОВНА ФОРМУЛАЦИЈА И ПРАВЦИ
УОПШТАВАЊА
Такође, ако распишемо последњу неједнакост у облику:∣∣∣∣f(z1)− f(z2)z1 − z2
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1− f(z1)f(z2)1− z1z2
∣∣∣∣
и пређемо на граничну вредност када z1 → z2, долазимо и до жељене процене
извода функције f .
Хиперболичко растојање између две тачке у диску, z, w ∈ D дато је форму-
лом
ρ(z, w) = tanh−1
∣∣∣ z − w
1− zw
∣∣∣
што нам даје јасну интерпретацију Шварц-Пикове теореме у терминима ра-
стојања:
ρ(f(z), f(w)) ≤ ρ(z, w). (2.3)
Ово такође представља један од битних праваца уопштавања Шварцове
леме.
Мењање услова при којима важи Шварцова лема представља основу за
многа истраживања у теорији функција. Тако нас, посматрање унивалентних
функција на диску D нормализованих са f(0) = 0, f ′(0) = 1 доводи до следећег
проблема:
За функције са назначеним својсвима ј. роцену функције облика





оказаи роцену |an| ≤ n, n > 2.
Није тешко проверити да једнакост важи за функцију f(z) = z
(1− z)2
и
да сви остали услови за исту важе. Ипак, горња хипотеза постављена од
стране Лудвига Бибербаха 1916. године, тек је 1984. доказана. Доказао ју је
француско-амерички математичар Луј де Бранж [10]. Иако се дуго чекало
на доказ тврђења за све n ∈ N, парцијални резултати за n = 2 и n = 3 били
су познати и раније (прво је дело Бибербаха, а друго Левнера [44]), а вреди
поменути и процену an ≤ en, ∀n ∈ N која је дело Литлвуда [38].
Слично тврђење је и следећа Робертсонова хипотеза [69]:
Ако је f =
∑+∞
k=0 b2k+1z
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Тачност овог тврђења последица је де Бранжовог доказа претходне теореме,
а врло значајан допринос у правцу решавања обе претпоставке дао је и Исак
Милин, који је повезао наведене проблеме.




долази се до следећег закључка: Слика диска D функцијом f садржи диск са
центром у f(0) и полупречника 1
4
|f ′(0)|. Ово тврђење познато је под називом
Кебеова теорема о дисторзији. Иако представља значајан резултат у геоме-
тријској теорији функција, ова теорема и њој сличне неће бити предмет наших
разматрања.
2.2 Хармонијске Шварцове леме
Овде ћемо се бавити тврђењима Шварцовог типа за хармонијске функције.
Једно од првих тврђења тог типа је следећа Хајнцова теорема:
Теорема 3 (Хајнц [24]). Ако је u реално вреносна функција хармонијска у
D аква а је |u(z)| < 1 у D и u(0) = 0, аа је
|u(z)| ≤ 4
π
arctg |z|, z ∈ D. (2.4)
Доказ. Нека је f = u+ iv, где је v хармонијски конјугат функције u са v(0) = 0
(јединствена функција таква да посматрана јесте холоморфна).
Функција tg(π
4
z) слика појас |Re z| < 1 на D, па је g(z) = tg(π
4
f(z)) холо-
морфна функција на диску D за коју важи g(0) = 0 и |g(z)| ≤ 1, па примена





Неједнакост | tgw| ≥ | tg(Rew)| за |Rew| ≤ π
4





u(z))| ≤ |z|, што је еквивалентно тврђењу које доказујемо.
Постоји и неколико облика Шварцове леме у којима је дата процена гради-
јента хармонијске функције. Свакако најпознатија јесте следећа:
Теорема 4 (Харнакова неједнакост). Ако је u озиивна хармонијска функ-
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Доказ. Тврђење доказујемо најпре у случају z = 0.









(r2 − |z|2) dθ,
где је |z| < r < 1.
Узимајући извод по z добијамо:
∂u
∂z





(z − re−iθ)(z − reiθ)



























(пошто је хармонијска функција коју посматрамо реално-вредносна, довољно
је ”проконјуговати” претходну једнакост).
Сада основна интегрална неједнакост и својство средње вредности хармо-
нијских функција дају:∣∣∣∣∂u∂z (0)
















∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂u∂z (0)
∣∣∣∣2) ≤ 2ru(0),
па узимајући r → 1−, добијамо жељену неједнакост.
Да проценимо |∇u(z)|, искористимо доказано у специјалном случају z = 0
за функцију u ◦ ϕz (која јесте хармонијска кад се аналитичка и хармонијска




∣∣ = ∣∣∣∣∂u∂z (z) ∂ϕz∂z (0)





∣∣ = ∣∣∣∣∂u∂z (z) ∂ϕz∂z (0)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∂u∂z (z)
∣∣∣∣(1− |z|2),
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које дају ∣∣∇(u ◦ ϕz)(0)∣∣ = |∇u(z)|(1− |z|2).
Следи да је
|∇u(z)|(1− |z|2) = |∇(u ◦ ϕz)(0)| ≤ 2u(z),
што смо и желели да докажемо.
Овде смо сва израчунавања спроводили са много детаља, јер су они у
овој тематици чести, па стога и корисни за праћење теме. У даљем ћемо се
позивати на поједине делове овог или претходних доказа, а детаљније ћемо
обратити пажњу на нове аргументе.
Претходно тврђење, иако најпознатије овог типа не представља уопштење
Шварцове леме у смислу кодомена функције. То је случај код следеће теореме.
Теорема 5 ([62]). Ако је u хармонијско ресликавање D → D аа важи:
|∇u(z)| ≤ 21− |u(z)|
1− |z|2
. (2.6)
Ова неједнакост је једноставна последица претходне, па је нећемо докази-
вати.
Задржаћемо се, сада, на неким скоријим примерима процене градијента
хармонијске функције. Први од њих је резултат Калаја и Вуоринена из [31].
Теорема 6 (Калај-Вуоринен [31]). Ако је u реално-вреносна хармонијска






Приметимо да овде „учествују” идентични изрази као у Шварцовој леми за
холоморфне функције, али константа има другу вредност. Ова и претходна
теорема дају оцене које су међусобно неупоредиве. Другим речима, за ра-
зличите вредности |u(z)| некад је боља једна, а у осталим случајевима друга
неједнакост.
Ми ћемо овде, ипак, доказати теорему и то посредно, тј. доказиваћемо
следеће јаче тврђење, које је дело Чена [11] .








Пре самог доказа приметимо неколико ствари:
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(а) Неједнакост (2.8) заиста поправља (2.7), јер је








, |t| ≤ π
4
,
па узимајући t = π
4
x добијамо 1− cos(π
2
x) ≥ x2, cos(π
2
x) ≤ 1− x2.
(б) Такође, (2.8) је финија процена и од (2.6).
(в) Функција u(z) = 2
π
arctg 2y
1−x2−y2 задовољава једнакост у (2.8) за свако
z ∈ D (рачун ћемо овде изоставити).
Доказ. Слично доказу Хајнцове теореме, уочимо холоморфну функцију f чији




слика D у D (разлози исти као у теореми 3). Према класичној Шварцовој
леми,













Како је |f ′(0)| = |∇u(0)|, то је:
π
4
|∇u(0)| ≤ | cosw|2 − | sinw|2,
за w = π
4
f(0).
Стављајући w = x+ iy, за последњи израз добијамо
4| cosw|2 − 4| sinw|2 = e2y + e−2y + 2 cos 2x−
(
e2y + e−2y − 2 cos 2x
)









Коначно, како је |∇u(z)|(1− |z|2) = |∇(u ◦ ϕz)(0)|, применом добијеног на
u ◦ ϕz добијамо жељени резултат.
Последња неједнакост има и геометријску интерпретацију:
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Функција K(z) = tg(π
4
u(z)), ри условима еореме 7, јесе конракција из
(D, ρ) у ((−1, 1), ρ), е ρ означава ооварајуће хиерболичке мерике на D и
(−1, 1).
Слично излагање може се наћи и у [62], [63]. Монографија [63] у десетом
поглављу садржи и интересантну причу о теоремама дисторзије конформних
пресликавања.
2.3 Вишедимензиона уопштења
Рецимо још и да постоје нека уопштења Шварцове леме у контексту ди-
ференцијалне геометрије. Један такав резултат је Јауов из 1978. године [81].
Постоје и други радови у којима је извод пресликавања између две много-
струкости процењиван одозго у функцији кривина ових многострукости. У
зависности од квалитета које полазна и долазна многострукост имају, изведене
су разне оцене, а у овом контексту једна од значајнијих је Ројденова из [70].
Ми ћемо се овде усредсредити само на уопштења која се односе на јединичну
лопту у Cn, n ∈ N. Ту, пре свега, мислимо на наредне две теорeме:
Теорема 8 (Калај [32]). Ако је f холоморфно ресликавање јеиничне лое





, z ∈ Bn, (2.9)
и за m = 1:










, |z| < 1. (2.11)
Обе теореме доказане су у [32], а њихова побољшања ће бити дата у
наредном одељку. Будући да ћемо се касније ослањати на ова тврђења (тј.
наши докази неће бити независни од ових), навешћемо комплетне доказе.
Притом ћемо користити следеће особине аутоморфизама јединичне лопте:












(в) ϕa је инволуција тј. ϕa(ϕa(z)) = z.
Овде је Pa(z) =
〈z, a〉
|a|2
и Qa = I − Pa. Приметимо да су Pa и Qa ортогоналне
пројекције на комплементарне потпросторе од Cn. Доказ ових особина изводи
се непосредном провером.
Коначно, припрему за доказ завршавамо навођењем наредног помоћног
тврђења:
Лема 1 ( Калај [32]). Нека је n ∈ N и
M =Ma = −(1− |a|2)Pa −
√
1− |a|2Qa,











1− |a|2, n ≥ 2,


















∣∣(1− |a|2)Paz +√1− |a|2Qaz∣∣2 = ∣∣∣√1− |a|2z + (1− |a|2 −√1− |a|2)〈z, a〉a|a|2 ∣∣∣
= (1− |a|2)|z|2 +
(




Приметимо да за z ортогонално на a (тј. 〈z, a〉 = 0) претходна неједнакост
постаје једнакост. Отуда је ‖M‖ =
√
1− |a|2. Случај n = 1 је једноставнији,
јер је тада Qa ≡ 0.








































Доказ еореме 8. Нека је ϕa инволутивни аутоморфизам Bn на себе такав да
је ϕa(0) = a. Ставимо b = f(a). Са ϕb означимо инволутивни аутоморфизам
Bm на себе за који је ϕ(b) = b и уведимо пресликавање g = ϕ−1b ◦ f ◦ ϕ−1a . Тада
је:
f(z) = ϕb ◦ g ◦ ϕa
и
f ′(a) = ϕ′b(0) g
′(0)ϕ′a(a) =Mb g
′(0)Na.
Како g слика јединичну лопту на себе и важи g(0) = 0, према ([71], Те-
орема 8.1.2.), следи да је |g(0)| = 0. Из ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ и претходне леме
следи закључак теореме. Да је могуће достићи једнакост следи из наредног
примера. Наиме, узмимо t ∈ (0, π
2
) и дефинишимо ft(z, w) = (z sin(t), cos(t)).




Доказ еореме 9. Као што је и речено у уводном поглављу, плурихармонијске
функције на лопти могу се представити као реални део неке холоморфне функ-
ције. Означимо са h плурихармонијски конјугат и са ϕ = f + ih холоморфну





log 1 + z
1− z
.
Ово је конформно пресликавање јединичног диска D на појас S. Отуда је




log 1 + ψ(z)
1− ψ(z)
,
па је према претходној теореми
























и стога: |∇f | = |ϕ′(z)|.
Одредимо сада и најбољу константу C у неједнакости:




























∣∣2 1− |ψ|2|1− ψ2| ≤ C, |ψ| < 1.
Означимо w = 1+ψ
1−ψ = re
it. Тада је −π
2
≤ t ≤ π
2
и
1− |ψ|2 = 4r cos t
r2 + 2r cos t+ 1
, |1− ψ2| = 4r|e
it|
r2 + 2r cos t+ 1
,
па чињеница да је C = 4
π
следи из
| cos t| ≤ 1− 4
π2
t2,






















2.4. ИНВАРИЈАНТНИ ГРАДИЈЕНТ У НЕЈЕДНАКОСТИМА
ШВАРЦОВОГ ТИПА
Теорема 8 се, у случају пресликавања f : Bn → D може геометријски
интерпретирати и као:
ρ(f(z), f(w)) ≤ ρ(z, w), (2.12)
где ρ означава хиперболичку метрику, односно за f : Bn → Bm важи:
arcsin |f(z)| ≤ arctanh |z|. (2.13)
На главном правцу наших разматрања је и следећа лема Ђаконова из рада
[18].
Теорема 10 (Ђаконов [18]). Ако је f ∈ H(Bn) и важи 0 < |f(z)| ≤ 1 за
∀z ∈ Bn, аа је





Будући да ћемо у наредном одељку доказати рафинирану верзију ове не-
једнакости без позива на поступке из [18] нећемо наводити доказ овог тврђења.
Наведени резултати Калаја и Вуоринена ([31]), Ђаконова ([18]), Чена ([11]),
Калаја из [32], Марковића ([47]) као и неки резултати из [55] аутора тезе могу
се добити применом ”метода појаса” који користи контрактивност аналитичких
функција у односу на хиперболичке метрике на разним доменима. Тиме се
поменути резултати стављају у општију перспективу. Метод је дело проф.
Миодрага Матељевића ([51]), а исти аутор користећи поменути метод са
коауторима Светликом и Кхалфалах добија и сличне резултате за функције са
ограниченом Лапласијаном, као и хармонијска квазирегуларна пресликавања,
респективно, у [53] и [54].
2.4 Инваријантни градијент
у неједнакостима Шварцовог типа
Приметимо, прво, једну везу између „обичног” и инваријантног градијента,
која се добија применом Коши-Шварцове неједнакости:







|∇̃zf(z)| ≥ (1− |z|2)|∇zf(z)|. (2.15)
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ШВАРЦОВОГ ТИПА
Управо је неједнакост (2.15) мотивација за разматрања у овом одељку.
Резултати су дело аутора овог текста, објављени су у [55], а формулације
неких од тврђења потичу од проф. др Мирослава Павловића.
Наиме, најпре ћемо појачати теорему 8 из претходног одељка у два смера,
а потом и друге две користећи инваријантни градијент.
Наведимо и прве две теореме овог одељка:
Теорема 11 (Мелентијевић [55]). За сваку холоморфну функцију f : Bn → D
имамо
|∇̃zf(z)| ≤ 1− |f(z)|2, z ∈ Bn, (2.16)
ок за холоморфно ресликавање f : Bn → Bm, m ≥ 2 важи
|∇̃zf(z)| ≤
√
1− |f(z)|2, z ∈ Bn. (2.17 )
Горња неједнакост (2.15) управо показује да ово заиста јесте рафинација
теореме 8 из претходног одељка. Рецимо још и да ћемо у наредним редовима
у случају f : Bn → D дати и нов доказ док се у другом случају ослањамо на
резултате саме теореме коју побољшавамо.
Доказ за случај m = 1. Докажимо неједнакост за z = 0, тј.
|∇̃zf(0)| = |∇zf(0)| ≤ 1− |f(0)|2.
Фиксирајмо ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζn) ∈ ∂Bn и дефинишимо следећу функцију
променљиве z ∈ D:
gζ(z) = f(ζ1z, ζ2z, . . . , ζnz), z ∈ D.
Приметимо да gζ слика D у D, па можемо применити Шварц-Пикову лему:












избором ζi = 1|∇zf(0)|
∂f
∂z1
(0), добијамо жељену процену
|∇zf(0)| ≤ 1− |g(0)|2 = 1− |f(0)|2.
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Овде је модул извода g′ζ процењен помоћу Коши-Шварцове неједнакости, а
потом изабрана максимизирајућа n-торка ζi-ова. Наравно, због |∇̃zf(0)| = |∇zf(0)|
имамо и:
|∇̃zf(0)| ≤ 1− |f(0)|2.
Применимо сада последњу неједнакост на функцију f ◦ ϕz уместо f , па
ћемо добити ∣∣∇̃z(f ◦ ϕz)(0)∣∣ ≤ 1− |(f ◦ ϕz)(0)|2 = 1− |f(z)|2
тј.
|∇̃zf(z)| ≤ 1− |f(z)|2,
због |∇̃z(f ◦ϕz)(0)| = |∇̃zf(z)|, кључне особине инваријантног градијента. Овим
смо доказали теорему за m = 1.
Доказ за случај m ≥ 2. Према [32], имамо
|∇̃zf(0)| = |∇zf(0)| ≤
√
1− |f(0)|2,
па применом ове неједнакости на f ◦ ϕz добијамо:
|∇̃zf(z)| = |∇z(f ◦ ϕz)(0)| ≤
√
1− |(f ◦ ϕz)(0)|2 =
√
1− |f(z)|2.
Сада, користећи ову неједнакост за f ◦ ϕz, имамо ∇̃z-верзију:
|∇̃zf(z)| = |∇̃z(f ◦ ϕz)(0)| ≤ (1− |f ◦ ϕz(0)|2) = (1− |f(z)|2).
Следећа теорема представља побољшање неједнакости (2.12), односно Тео-
реме 8 у геометријском смислу.
Теорема 12 (Мелентијевић [55]). Свака холоморфна функција f : Bn → D је
конракција у оносу на Берманове мерике на Bn и D.
Доказ. Треба доказати да је d (f(z), f(w)) ≤ dBn(z, w) за холоморфну функцију
f : Bn → D. Према (2.12), имамо
ρ (f(z), f(0)) ≤ ρ(z, 0).
Како је
d(z, 0) = log 1 + |z|
1− |z|
= ρ(z, 0), z ∈ Bn
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и Бергманова и хиперболичка метрика се поклапају на диску D, тј.
d (f(z), f(0)) = ρ (f(z), f(0)) ,
закључујемо да важи
d (f(z), f(0)) ≤ dBn(z, 0). (2.18)
За задате z, w ∈ Bn постоји аутоморфизам ϕ јединичне лопте Bn такав да
је ϕ(0) = z, ϕ(a) = w. Како је ϕ изометрија у односу на Бергманове метрике
на домену и кодомену, имамо
dBn(z, w) = d (ϕ(0), ϕ(a)) = d(0, a).
Формалним узимањем f ◦ ϕ уместо f , добијамо
d ((f ◦ ϕ)(0), (f ◦ ϕ)(a)) ≤ dBn(0, a),
што даје
d (f(z), f(w)) ≤ dBn(0, a) = dBn(z, w).
Из (1.7) и (1.11) имамо |Tw(z)| ≥ |ϕw(z)|, што повлачи да је d(z, w) ≤ ρ(z, w).
Одавде видимо да Теорема 12 заиста представља појачање (2.12).
Као директну последицу добијамо
Теорема 13 (Шварц-Пикова лема за функције више променљивих). За сваку
холоморфну функцију f : Bn → D важи∣∣∣∣∣ f(z)− f(w)1− f(z)f(w)
∣∣∣∣∣ ≤
√
|z − w|2 + |〈z, w〉|2 − |z|2|w|2
|1− 〈z, w〉|
. (2.19)









∣∣∣ ≤ log |1− 〈z, w〉|+
√
|z − w|2 + |〈z, w〉|2 − |z|2|w|2
|1− 〈z, w〉| −
√
|z − w|2 + |〈z, w〉|2 − |z|2|w|2
што повлачи ∣∣∣∣∣ f(z)− f(w)1− f(z)f(w)
∣∣∣∣∣ ≤
√
|z − w|2 + |〈z, w〉|2 − |z|2|w|2
|1− 〈z, w〉|
.
Шварц-Пикова лема се, у нешто другачијем облику, може наћи и у [71].
Следи рафинација Ђаконовљеве леме.
27
2.4. ИНВАРИЈАНТНИ ГРАДИЈЕНТ У НЕЈЕДНАКОСТИМА
ШВАРЦОВОГ ТИПА
Теорема 14 (Мелентијевић [55]). За сваку холоморфну функцију f : Bn → D
без нула у Bn имамо:
|∇̃zf(z)| ≤ 2|f(z)| log
1
|f(z)|
, z ∈ Bn. (2.20)
Доказ. Фиксирајмо ζ ∈ ∂Bn и применимо последицу Харнакове неједнакости




За позитивну хармонијску функцију u(z) = log 1
Fζ(z)
, где је
Fζ(z) = f(ζ1z, ζ2z, ..., ζnz), z ∈ D,
за z = 0 важи:
|F ′ζ(0)| ≤ 2|Fζ(0)| log
1
|Fζ(0)|



























Примена овог аргумента на функцију f ◦ ϕ(z) даје
|∇̃zf(z)| = |∇̃z(f ◦ϕz)(0)| ≤ 2|(f ◦ϕz)(0)| log
1
|(f ◦ ϕz)(0)|
= 2|f(z)| log 1
|f(z)|
.
Потпуно аналогно доказује се и следећа теорема, која појачава Теорему 9:
Теорема 15 (Мелентијевић [55]). Нека је f лурихармонијска функција из
Bn у (−1, 1). Таа важи нејенакос
|∇̃f(z)| ≤ 4
π
(1− |f(z)|2), |z| < 1. (2.21)
Приметимо да се овде, за разлику од ранијих теорема, у формулацији
појављује реални градијент, али с обзиром на суштинско својство које он
поседује, једноставно метод доказа преносимо и на ову теорему.
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2.5 Позитивне хармонијске функције у полу-
равни и неки контрапримери
У [47] је доказано следеће тврђење:
Теорема 16 (Марковић [47]). Свака хармонијска функција u : H → R+ елује
као конракција у оносу на хиерболичке мерике на H и R+.
Овде ћемо дати другачији доказ ове теореме, који се ослања на примену
Харнакове неједнакости. Такође, даћемо и контрапримере који показују
да се H не може заменити полупростором R+n , n ≥ 3. Поменути доказ и
контрапримери дело су аутора тезе ([55]).





≤ 1 + |z|
1− |z|
(2.22)
за позитивну хармонијску функцију v на диску D.
Доказ. За хармонијску функцију v : D → R+ дефинишимо хармонијску функ-
цију u : H → R+ са
u(z) = v(ϕ(z)),
где је ϕ(z) = z − i
z + i
конформно пресликавање из H на D. Обратно, за сваку хар-
монијску u : H → R+ постоји хармонијска v : H → R+ дата са u(z) = u(ϕ−1(z)),
тј. u = v ◦ ϕ.
Тако, за ζ ∈ H, ζ−i
ζ+i






























односно узимањем логаритама обеју страна:
ρ(u(ζ), u(i)) ≤ d(ζ, i) (2.23)
(у одељку 1.6 дати су изрази за метрику на H и R+).
Нека је ψ конформни аутоморфизам горње полуравни која слика ζ и i
редом у z и w. Имамо:
ρ(ζ, i) = ρ(ψ(ζ), ψ(i)) = ρ(z, v)
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и
ρ(u ◦ ψ(ζ), u ◦ ψ(i)) = ρ(u(z), u(w)),
па (2.23) даје
ρ(u(z), u(w)) ≤ ρ(z, w).
Последица доказа је аналогно тврђење са диском D уместо H.
Коначно, наводимо и контрапримере за позитивне хармонијске функције у
полупростору у димензијама n ≥ 3.
Пример 1 (Мелентијевић [55]). Следећа Харнакова неједнакост за хармонијске





≤ 1 + |x|
(1− |x|)n−1
даје мотивацију за конструисање контрапримера у вишим димензијама.
За n ≥ 3, хиперболичка метрика у лопти Bn у Rn дата је формулом
ρ(x, y) = cosh−1
(




1 + δ(x, y) +
√(






и ‖·‖ означава Еуклидску норму.
















= log 1 + ‖x‖
1− ‖x‖
.
Ако је u : Bn → R+ хармонијска, тада
ρ(u(x), u(0)) ≤ ρ(x, 0) (2.24)
важи ако и само ако је
u(x)
u(0)
≤ 1 + ‖x‖
1− ‖x‖
.
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≤ 1 + t
1− t
,
тј. (1− t)2 ≤ (1− t)n, што не важи за n ≥ 3.
Пример 2 (Мелентијевић [55]). На полупростору Rn+ за n ≥ 3, хиперболичка
метрика је дата са







где је x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) и xn, yn > 0.
За x = (0, 0, . . . , t), t > 1 и y = (0, 0, . . . , 1), имамо















































3.1 Березинова трансформација оператора
Березинова трансформација придружује глатке функције операторима
на Хилбертовим просторима аналитичких функција. Уобичајена поставка
укључује отворен подскуп Ω простора Cn и Хилбертов простор H аналитичких
функција на Ω.
Ако претпоставимо да је функционал евалуације (тј. израчунавања вред-
ности функције) у тачки z непрекидан линеаран оператор на H, тада постоји
Kz ∈ H таква да је f(z) = 〈f,Kz〉 за сваку f ∈ H. Ово, наравно, и јесте случај
са свим важнијим примерима у којим се овај метод користи—простори Хардија,
Бергмана, Баргман-Сегала, итд. Функција Kz која репродукује вредност у z
назива се репродуктивним језгром. Нормализовано репродуктивно језгро kz
дефинисано је као kz = Kz‖Kz‖ .
За ограничен оператор T на Хилбертовом простору H, Березинова транс-
формација од T , коју означавамо са T̃ , јесте комплексно-вредносна функција
на Ω дефинисана са
T̃ (z) = 〈Tkz, kz〉.
За сваки ограничен оператор T на H, Березинова трансформација T̃ је
ограничена реално-аналитичка функција на Ω. Својства оператора T често су
рефлектована особинама Березинове трансформације T̃ . Овај концепт уведен
је у [8] , а трансформација носи име у част творца ове идеје.
Идеја се показала успешном на неколико места, од Хардијевог просто-
ра, Баргман-Сегаловог, до веза са просторима Блоха и функција ограничене
средње осцилације BMO. Ипак, најуспешније примене Березинова трансфор-
мација налази као средство у изучавању оператора на Бергмановом простору.
Усресредимо се на овај простор.
Бергманов простор A2(D) састоји се од аналитичких функција f на једи-





|f(z)|2 dm(z) < +∞.
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За ϕ ∈ L∞(D), Теплицов оператор са симболом ϕ је оператор Tϕ на A2(D)
задат са
Tϕf = P (ϕf),










Березинова трансформација функције ϕ, у ознаци ϕ̃ или B(ϕ), дефинише
се као Березинова трансформација Теплицовог оператора Tϕ. Ова дефиниција
води до формуле








Ако је ϕ ограничена хармонијска функција на D, тада својство средње
вредности даје ϕ̃ = ϕ, што ћемо касније показати. Обрат овог тврђења, тј. [19]
—ако је ϕ ∈ L∞(D) и ϕ̃ = ϕ, тада је ϕ хармонијска на D, доказао је Енглиш.
Ахерн, Флорес и Рудин [3] проширили су овај резултат на функције ϕ ∈ L1(D)
(за које ова формула и даље има смисла) и показали да вишедимензиони
аналог важи до димензије 11, али у 12 и више димензија није тачан.
Нормализовано репродуктивно језгро kz слабо конвергира нули у A2(D)
кад z → ∂D. Ово повлачи да ако је T компактан оператор на Бергмановом
простору A2(D), тада T̃ (z) → 0 кад z → ∂D. Обрат не важи, што показује
пример оператора T дефинисаног на A2(D) са
(Tf)(z) = f(−z).




иако је T̃ (z) → 0 кад z → ∂D.
Ипак, ситуација је другачија за Теплицове операторе, и још општије, за
коначне збирове коначних производа Теплицових оператора. Акслер и Зенг
([7]) доказали су да такав оператор јесте компактан ако и само ако његова
Березинова трансформација тежи нули кад z → ∂D.
У наредном одељку даћемо и један нешто другачији поглед на ову транс-
формацију и доказати поменуту везу са хармонијским функцијама. Више о
свему овде наведеном може се наћи у [9], [76], [84].
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3.2 Березинова трансформација функција
Видели смо да се Березинова трансформација функција уводи за L∞(D)
функције ϕ као трансформација Теплицовог оператора Tϕ са симболом ϕ. Сада
ћемо дефинисати овај појам на широј класи функција L1(Bn), посматрајући га
као аналог Пуасонове трансформације. Наиме, за хармонијске функције h у







Мењањем h са h ◦ ϕz, где је ϕz(w) =
z − w
1− zw










где десну страну интерпретирамо као Пуасонову трансформацију функције
h:







Слично, мотивисани овим примером, искористимо својство средње вредно-







Применом (3.3) на h ◦ ϕz уместо h добијамо


























Овде је ϕz аутоморфизам лопте који слика 0 у z.
Последњи израз узимамо за дефиницију Березинове трансформације функ-









За хармонијску функцију f , према претходном разматрању видимо да је
Bf ≡ f . Као што смо напоменули раније, обрат важи за n ≤ 11 и ми ћемо га
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касније извести у димензији 2. Пре припрема за доказ, напоменимо да ћемо











Γ(n+ α + 1)
Γ(α + 1)πn
(1− |w|2)α dv(w). (3.6)
Рецимо још и да је Березинова трансформација ограничен оператор на
Lp(Bn) за 1 ≤ p ≤ +∞. У случају n = 2, Достанић је нашао и тачну норму
([16]), да би нешто касније користећи сличан принцип тврђење уопштили Лиу
и Жоу ([43]). Марковић у [48] разматра Форели-Рудинову пројекцију и добија
претходне резултате као последицу. Такође, Березинова трансформација
је ограничена и као оператор L∞ → B, где је B простор Блоховог типа (тј.
(1−|z|2)|∇f(z)| је ограничен, али f је у општем случају C1 функција). Најбољу
процену у овом контексту дао је аутор рада у [57], и односи се на фамилију
Bα.
Анализирајмо сада теорему Енглиша ([19]). Пре него што пређемо на сам
доказ, увешћемо неке помоћне термине и тврђења.








f(w) dv(w), z ∈ D,





f ◦ ϕz(w) dvα(w). (3.7)
Једноставно се проверавају и следеће особине фамилије оператора Bα, за
α > −1:
(а) (Bαf) ◦ ϕ = Bα(f ◦ ϕ) за Мебијусова пресликавања диска D,
(б) BαBβ = BβBα на L1(D, dvα), α < β.
Доказ (а) следи једноставним коришћењем примедбе (3.7), док (б) следи
провером за f ∈ L1(D, dvα) у нули, а затим преношењем добијеног резултата
на све z ∈ D помоћу (а).
Са ∆̃ означавамо инваријантни Лапласијан дефинисан као




Као што и само име каже, ∆̃ је инваријантан у односу на аутоморфизме диска,
тј.
∆̃(f ◦ ϕ)(z) = (∆̃f)(ϕ(z))
важи за свако ϕ ∈ Aut(D).
Следећа једнакост повезује инваријантни Лапласијан и операторе Bα.
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Лема 2 ([23]). За α > −1 и свако f ∈ L1(D, dvα) важи





Доказ. Из инваријантности ∆̃ и Bα у односу на Aut(D) довољно је доказати
да за свако f ∈ L1(D, dvα) важи





Рачунајући ∆̃Bαf(0) по дефиницији оператора ∆̃ и прегруписавањем делова
добијеног израза добијамо десну страну једнакости.




(α + 1)(α + 2)
)
Bα. (3.8)









, z ∈ C.







је цела и Gn(z) → G(z)
равномерно на компактним подскуповима C-равни.
У овом одељку ћемо користити и наредне ознаке:
S = {w ∈ C | −1 < Rew < 2},
Ω = {z ∈ C | z = −w(1− w) за неко w ∈ S}.
Скуп S се као отворен и повезан слика на отворен и повезан скуп Ω функцијом
g(w) = −w(1− w).
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и формуле допуњавања Γ(z) Γ(1− z) = π
sin πz
.

































за све y ∈ R.
Докажимо, зато, да једначина φ(w) = 1 у појасу −1 < Rew < 1
2
нема других
решења осим w = 0. Користићемо Принцип аргумента.
С обзиром да у −1 < Rew < 1
2
функција брзо опада кад Imw → +∞,
постоји A > 0 такво да је |φ(w)| < 1 за свако w = u + iv, где је −1 ≤ u ≤ 1
2
и
v ∈ R, |v| ≥ A. Посматрајмо сада позитивно оријентисану контуру са слике
3.1.
Заправо, показаћемо да слика контуре γ, φ(γ), обилази око 1 тачно једанпут.
Кренућемо из w = 1
2
по γ и кретати се нагоре. Крива φ(γ) кренуће из π
4
, и ићи
до 0 дуж реалне осе. Док се w буде кретало налево из 1
2
+ iA до −1 + iA, φ(γ)
ће осциловати у полуравни до лево од тачке 1. За w између −1 + iA и −1 + iε,
имамо
φ(−1 + iv) = π
sinh(πv)
[
−3v + i(v2 − 2)
]
.
Овај део криве φ(γ) додирује реалну осу лево од тачке 1 само за v =
√
2.
Дакле, слика од γ функцијом φ није још увек додирнула реалну осу десно од
















Слика 3.1: Контура из доказа леме 3.
где је ψ(w) аналитичка у околини w = −1. Следи да је
φ(−1 + εeit) = 2
ε
e−it +O(ε),
што показује да за довољно мало ε > 0, крива
φ(−1 + εeit), −π
2
≤ t ≤ π
2
,
пресеца реалну осу близу тачке 2
ε
, а индекс φ(γ) у односу на тачку 1 неће
зависити од тачног броја пресека ове криве са реалном осом. Коначно, из
горње анализе и релације φ(w) = φ(w), и на остатку пута φ(w) неће пресећи
реалну осу с десне стране 1. Зато је Ind1φ(γ) = 1.
Следећом лемом о сопственим функцијама инваријантног Лапласијана
завршавамо припрему за доказ теореме Енглиша.
Лема 4 ( Енглиш [19],[23]). Нека α, λ ∈ C и λ = −α(1− α). Са Xλ означимо









, z ∈ D.
Таа важи:
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(а) gα ∈ Xλ.
(б) Ако f ∈ Xλ и f је раијална, аа је f = f(0)gα.
(в) Xλ ∩ L1(D) 6= {0} ако и само ако је α ∈ S.









dθ, z ∈ D.
Диференцирањем овог израза и коришћењем хармоничности P (eiθ, z) по z
добијамо (а).




∈ Xλ. Тада је g(x), 0 ≤ x ≤ 1 решење
следеће диференцијалне једначине
x(1− x)2g′′(x) + (1− x)2g′(x) = λg(x), 0 < x < 1.
Према (а), једно решење је g1 = gα(
√
λ), а друго решење можемо наћи






, 0 < x < 1.
Решења g1 и g2 су линеарно независна, па је опште решење g = ag1 + bg2. Али,
g1 и g2 су ограничене у околини тачке x = 0, а g2 је неограничена, па је b = 0 и
g = g(0)g1, тј. f = f(0)gα.
Претпоставимо да Xλ садржи не-нула функцију f ∈ L1(D). Због инвари-
јантности, можемо претпоставити да је f(0) 6= 0. Може се проверити и да






f(zeit) dt, z ∈ D.
Сада (б) даје f# = f(0)gα, што припада L1(D) ако и само ако gα ∈ L1(D).
Но последње важи ако и само ако α ∈ S (тј. −1 < Reα < 2).
Наведимо сада и доказ теореме Енглиша из [19].
Доказ. Формула за B даје да је свака функција која задовољава f = Bf
реално-аналитичка, па се на скуп M = ker(B − I) ∩ L1(D) може применити ∆̃.
Означимо ∆̃M := ∆̃|M . Лема 2 даје
∆̃M = 2(f −B1f), f ∈M.
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= 2(f −B1f) = ∆̃Mf, f ∈M,
па ∆̃M слика M у M , те је ∆̃M ограничен линеаран оператор на Банаховом
простору M .
Имали смо
Bnf = Gn(∆̃)Bf = Gn(∆̃M)f, f ∈M,
па пошто Gn → G равномерно на компактима у C и ∆̃M је ограничен линеаран
оператор на M , Gn(∆̃M) → G(∆̃M). Због Bnf → f, n → ∞, закључујемо
G(∆̃M)f = f , тј. G(∆̃M) = 1M .
Нека је λ сопствена вредност за ∆M . Лема 4 даје да λ ∈ Ω. Ако је f ∈ Xλ,
важи
f = G(∆̃M)f = G(λ)f.
Следи да је G(λ) = 1, а по леми 3 и λ = 0, тј. једина сопствена вредност ∆̃M је
нула.
Сетимо се да је G(z) − 1 = zH(z), где је H цела и H(0) 6= 0. Из опера-
торског холоморфног рачуна ([74]) имамо 0 = G(∆̃M) − I = H(∆̃M)∆̃M , где
је I = 1M идентички оператор на M . Будући да је 0 једина сопствена вред-
ност ∆̃M , теорема о пресликавању спектра даје и једину сопствену вредност
H(∆̃M) = H(0) 6= 0.
Специјално, H(∆̃M) је „1-1”, тј. ако за неко f ∈M важи H(∆̃M)f = 0, онда
мора бити f = 0, јер 0 није сопствена вредност оператора H(∆̃M). Сад, ако
f ∈M , тада је и H(∆̃M)∆̃Mf = 0, па и ∆̃Mf = 0, тј. f је хармонијска.
Детаљнији увод у теорију Бергманових простора и коришћењу Березинове
трансформације може се наћи у монографији [23] или [17].
3.3 Lp норма Березинове трансформације
У овом одељку размотрићемо проблем налажења тачне норме једне класе
интегралних оператора на неким тежинским Lp просторима на [0, 1],. Као по-
следицу израчунавања Lp норме ових оператора, одредићемо и ‖B‖Lp(Bn)→Lp(Bn),
за 1 < p ≤ +∞. Овај приступ потиче од Марковића ([48]).
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Сада ћемо увести помоћне појмове и формулисати основни резултат.
За µ > 0, са Lpµ(0, 1) означаваћемо простор свих мерљивих функција ϕ(t) у




|ϕ(t)|ptµ−1 dt < +∞. (3.9)
Нормализовану тежинску меру µtµ−1 dt означаваћемо и са dµ(t).




(1− t)α2F1(λ, λ; µ; st)ϕ(t)tm−1 dt, (3.10)
где је λ = µ+α+1
2
.
Оператор Fα можемо видети и као интегрални оператор на Lpµ(0, 1) са
језгром
Kα(s, t) = (1− t)α2F1(λ, λ; µ; st).




од тога даје следећа:
Теорема 17 (Марковић [48]). За 1 ≤ p < +∞, оераор Fα нерекино слика











α + 1− 1
p
)
за свако α > 1
p
− 1.
Из наведене теореме извешћемо као последицу наредну теорему:














У доказу ове теореме, користићемо нека помоћна тврђења. Прво, случај
p = 1 размотрићемо одвојено од случаја p > 1. Поменути случај (p = 1) нешто
је једноставнији и за доказ истог позиваћемо се на следеће помоћно тврђење:
Лема 5 (Марковић [48]). Нека је ν коначна мера на X. Са T означимо







3.3. LP НОРМА БЕРЕЗИНОВЕ ТРАНСФОРМАЦИЈЕ





K(x, y) dν(x) < +∞
и ри ом је ослења величина јенака ‖T‖L1→L1.

























При том, узимајући f ≡ 1, на свим местима горе имаћемо знак једнакости.
Ово доказује неопходност услова и даје вредност норме оператора T .
За случај 1 < p < +∞ позиваћемо се и на следећи класичан резултат из
теорије интегралних оператора.
Лема 6 (Шуров тест). Нека је (X, ν) σ-коначан мерљив росор и K(x, y)










= 1. Ако осоји консана C и
озиивна мерљива функција ϕ на X аква а је∫
X
K(x, y)ϕ(y)q dν(y) ≤ Cϕ(x)q за с.с. x ∈ X и∫
X
K(x, y)ϕ(x)p dν(x) ≤ Cϕ(y)p за с.с. y ∈ X,
аа је T ораничен на Lp := Lp(X, ν) и важи ‖T‖Lp→Lp ≤ C.
Јасно, за разлику од случаја p = 1, овде имамо само процену норме одозго,
па ћемо бити принуђени да, поред ове, имамо и процену норме одоздо.
Окренимо се доказу главног резултата.
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Случај p = 1: Према Ојлеровој формули и Ојлеровој трансформацији









sµ−12F1(λ, λ; µ; st) ds
= sup
t∈(0,1)
µ(1− t)αµ−12F1(λ, λ; µ+1; t)
= sup
t∈(0,1)
2F1(µ+1−λ, µ+1−λ; µ+1; t)
=






ако и само ако је α > 0. Последњи закључак следи из:
Лема 7 ([48]). За y > 0 и x ∈ R, функција 2F1(x, x; y; r) ораничена је у (0, 1)
ако и само ако је y > 2x и аа је
sup
r∈(0,1)
2F1(x, x; y; r) = 2F1(x, x; y; 1) =
Γ(y) Γ(y − 2x)
Γ2(y − x)
.
Доказ. Ако је y > 2x,функција 2F1(x, x; y; r) је растућа функција по r ∈ (0, 1)
и непрекидна на [0, 1]. Отуда, примена Гаусове релације даје максимум. У
преосталим случајевима имамо





, за y = 2x,
односно
2F1(x, x; y; r) ∼
Γ(y) Γ(2x− y)
Γ2(x)
(1− r)y−2x, за y < 2x,
што даје закључак леме.
Детаљније о наведеним асимптотским формулама може се наћи у [6]. На





за свако α > 0.
Случај 1 < p < +∞: За процену одозго, узмимо за пробну функцију у
Шуровом тесту ϕ(t) = (1 − t)−
1






q dµ(t) = µ
∫ 1
0











) 2F1(λ, λ; 2λ− 1p ; s).
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и Ојлерову формулу за
c = 2λ− 1
p





− 1 + 1
q
= 0).
Последњи израз једнак је





































растућа је по s ∈ (0, 1), па је њен супремум



























Истим методом долазимо и до наредног низа једнакости и неједнакости:∫ 1
0
Kα(s, t)ϕ(s)
p dµ(s) = µ(1− t)α
∫ 1
0













































































за свако α > 1
p
− 1.
За процену одоздо, користићемо следећа тврђења:
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p , где је C позитивна константа и θ, θ̃ ∈ R, тада је
H ∈ Lpµ(0, 1), 1 < p < +∞ и ‖H‖p,µ = 1 ако и само ако је θ > −µ, θ̃ > −1 и
C = µ−
1
p B(θ + µ, θ̃ + 1)−
1
p .
Претходна једнакост следи из следећег једноставног рачуна:
1 = ‖H‖pp,µ = µ
∫ 1
0
H(t)ptµ−1 dt = µCp
∫ 1
0
tθ+µ−1(1− t)θ̃ dt = µCpB(θ + µ, θ̃ + 1).
2° Важи следећа једнакост (доказ се може наћи у [6]) за Re c,Re d > 0,
Re(c+ d− a− b) > 0∫ 1
0
tc−1(1− t)d−12F1(a, b; c; t) dt =
Γ(c) Γ(d) Γ(c+ d− a− b)
Γ(c+ d− a) Γ(c+ d− b)
.
3° За l > 0 и позитивно вредносну функцију G дефинисану на (0, l) и свако












































што повлачи горње тврђење.






∣∣∣ ∣∣∣∣φ ∈ Lp, ψ ∈ Lq, ‖φ‖p = ‖ψ‖q = 1},
где је q = p
p−1 .
Стога ћемо, за посматрани оператор Fα, израчунати∫ 1
0
Fαφ(s)ψ(s) dµ(s)
за погодно одабране φ(s) ∈ Lpµ(0, 1), ψ(t) ∈ Lqµ(0, 1). Користећи Фубинијеву
теорему добијамо∫ 1
0
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Према 1°, морамо имати θ, ϑ > −µ, θ̃, ϑ̃ > −1, као и
Cp = µ−1B(θ + µ, θ̃ + 1)−1, C̃q = µ−1B(ϑ+ µ, ϑ̃+ 1)−1.
За ϑ = 0 у ψ(s), израчунаћемо унутрашњи интеграл∫ 1
0






























) 2F1(λ, λ; ϑq +µ+1; t),
где смо искористили 2° за c = ϑ
q
+ µ+ 1 и d = µ; тада је




+ 1 > 0.
Узмимо сада ϑ̃ = θ−p
p−1 . Тада је
ϑ̃
q
+µ+1 = µ+ θ
p
. Како морамо имати ϑ̃ > −1,
следи да је θ > 1.































































+ α + 1
)
− λ = θ+θ̃
p
> 0.
Све заједно, ово даје∫ 1
0























Ако је α ≤ 1
p
− 1, оператор Fα : Lpµ(0, 1) → Lpµ(0, 1) није добро дефинисан.
Претпоставимо, зато, да је α > 1
p
− 1.





















, кад (θ, θ̃) → (1,−1).
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за све α > 1
p













+ α + 1
)
. (3.13)
Овај резултат (тачну норму оператора Fα) искористићемо даље у циљу







где је cα = Γ(n+α+1)Γ(α+1)πn . Ово је тзв. тежинска максимална Бергманова пројек-
ција на коју ћемо се касније поново позивати.
Примена доказаног омогућује израчунавање ‖Kα‖Lp→Lp . У том циљу, узми-
мо у обзир следеће две чињенице:
5° Ако је h(w) = H(|w|2) радијално симетрична функција у јединичној лопти




sn−1H(s)p ds = ‖H‖pp,n
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tn−1(1− t)α2F1(λ, λ; n; t|z|2)H(t) dt = cαFαH(|z|2).
Опет, увођење поларних координата даје:






























Овде је dσ нормализована мера на сфери Sn−1, а у [39] може се наћи доказ
једнакости на коју се позивамо.
Сада, користећи 5° и 6° имамо закључак:
Оераор Kα : Lp(Bn) → Lp(Bn) је ораничен ако и само ако је ораничен и
Fα : L
p
n(0, 1) → Lpn(0, 1). Осим оа,
‖Kα‖Lp(Bn)→Lp(Bn) = cα‖Fα‖Lpn(0,1)→Lpn(0,1),























за α > 1
p
− 1.
Приметимо сада да је K∗α : Lp(Bn) → Lp(Bn) оператор конјугован са
Kα : L






g(w) dv(w), z ∈ Bn.
Одатле је
‖K∗α‖Lp→Lp = ‖Kα‖Lq→Lq .










































чиме је доказана Теорема 18.
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L∞ → B
3.4 Норма Березинове трансформације
као оператора L∞ → B







f(w) dvα(w), z ∈ Bn. (3.16)
Овде се за α = 0 добија основни случај. Постоје и друге тежинске вари-
јанте. Нпр. могла би се посматрати трансформација која одговара тежинској
Бергмановој пројекцији са мером dvα. Овакав облик разликоваће се од нашег
у (3.16).
У претходном одељку смо видели да B слика L∞ у L∞. Ово смо могли
доказати и знатно једноставније. Горњи метод имао је за циљ обухватање
општег случаја 1 < p ≤ +∞. У контексту аналитичких функција, позната је
блиска веза простора L∞ и B. Березинова трансформација опште L∞−функције
не мора бити холоморфна, али је ипак sup|z|<1(1 − |z|2)|∇(Bαf)(z)| коначан.
У даљем ћемо простор C1 функција за које је последњи супремум коначан
називати простором Блоховог типа и означавати са B.
У наредни редовима посматраћемо операторе Bα на L∞ простору, али са
кодоменом у B. С тим у вези, наведимо и основне резултате овог одељка:
Теорема 19 (Мелентијевић [57]). Нека је α > −1, Bα оераор ефинисан са
(3.16) и f ∈ L∞(Bn). Таа важи слееће:
(а) Ако је 0 ≤ α ≤ 2n+ 3 и ‖f‖∞ ≤ 1, аа је
sup
|z|<1
(1− |z|2)|∇z(Bαf)(z)| ≤ (n+ 1)







α + n+ 3
2
) (3.17 )
и јенакос се осиже за f(w) = |w1|
w1
, ј. роцена је најбоља моућа.
(б) Ако је −1 < α < 0, аа је sup|z|<1(1− |z|2)|∇z(Bαf)(z)| = +∞.
(в) Ако је α > 2n+ 3 и ‖f‖∞ ≤ 1, имамо
sup
|z|<1
(1− |z|2)|∇z(Bαf)(z)| < (n+ 1)
(
α + kα − 1
kα
)

















, а dxe најмањи ненеаиван цео број не мањи о x.
Исе роцене важе и за Блоховску олунорму са ”конјуованим раијен-
ом” ∇z.
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Теорема 20 (Мелентијевић [57]). За реално-вреносну функцију f , ри ре-
осавкама Теореме 16, имамо:
(а) Ако је 0 ≤ α ≤ n+ 1
2










и јенакос се осиже за f(w) = |Re〈w, a〉|
Re〈w, a〉
е a ∈ Cn, |a| = 1.
(б) Ако је −1 < α < 0, аа sup|z|<1(1− |z|2)|∇(Bαf)(z)| = +∞.
(в) Ако је α > n+ 1
2














k′α + α− 1
k′α
)−1
(k′α)!Γ(α + n+ 1)













и dxe најмањи ненеаиван цео број не мањи о x.
Обе теореме дело су аутора тезе ([57]).
Доказ Теореме 16. Да бисмо израчунали изводе (Bαf)(z), нађимо изводе језгра
T (z, w) =
(1− |z|2)n+1
|1− 〈z, w〉|2n+2
по zi, i = 1, . . . , n. Како је

















































































(1− 〈z, w〉)n+2(1− 〈z, w〉)n+1
(
















































Будући да се израз (1− |z|2)|∇z(Bαf)(z)| често јавља, означимо га са S(z).








У горњем интегралу уведимо смену ζ = ϕz(w). Имајући на уму да је ϕz

















омогућава поједностављење горњег израза, тј. имамо:∣∣∣∣(1−|z|2)〈ξ, ϕz(ζ)〉 − (1−〈z, ϕz(ζ)〉)〈ξ, z〉1− 〈z, ϕz(ζ)〉
∣∣∣∣ = |(1− 〈z, ζ〉)〈ξ, ϕz(ζ)〉 − 〈ξ, z〉|
=
∣∣〈ξ, (1− 〈z, ζ〉ϕz(ζ)− z)〉∣∣.
Формула за аутоморфизам лопте ϕz(ζ) даје нам:












па је стога:∣∣∣∣(1−|z|2)〈ξ,ϕz(ζ)〉− (1−〈z,ϕz(ζ)〉)〈ξ,z〉1−〈z,ϕz(ζ)〉
∣∣∣∣= ∣∣∣∣〈ξ, 〈ζ,z〉|z|2 z+√1−|z|2(ζ− 〈ζ,z〉|z|2 z)
〉∣∣∣∣
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за z 6= 0, односно |〈ξ, ζ〉| за z = 0. Када уврстимо ово у горњи интеграл имамо:

















за z 6= 0, или за z = 0:




|〈ξ, ζ〉|(1− |ζ|2)α dv(ζ).
С обзиром на радијалност израза са десне стране (израз има исту вредност
за z и Uz, где је U унитарни оператор на Cn), без губљења општости можемо
претпоставити да је z = (r, 0, . . . , 0), при 0 ≤ r < 1.
Тако имамо:
S(z) ≤ (n+ 1) cα T (r),
где је










∣∣∣〈ξ,√1− r2ζ + (1−√1− r2)ζ ′1〉∣∣∣ (1− |ζ|2)α|1− rζ1|2α dv(ζ),
где је ζ ′1 = (ζ1, 0, . . . , 0) и ζ1 прва координата од ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζn) ∈ Bn.
Примена неједнакости троугла даје∣∣∣〈ξ,√1− r2ζ + (1−√1− r2)ζ ′1〉∣∣∣ ≤ √1− r2|〈ξ, ζ〉|+ (1−√1− r2)|〈ξ, ζ ′1〉|,
а тиме и
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L∞ → B
Први интеграл у (3.19) се лако процењује, јер је |〈ξ, ζ ′1〉| = |ξ1ζ ′1| ≤ |ζ1| и


























Процена другог интеграла је знатно тежи задатак. За почетак ћемо пока-
















|1− rζ1ξ1 − rζ2ξ2|2α
dv(ζ).
Доказ. Приметимо да, за фиксирано ξ ∈ Sn−1, постоји унитарна смена про-
менљивих за коју је
Ue1 = e1, Uξ = ξ
′
и при том ξ′ задовољава релације
〈ξ′, e1〉 = 〈ξ, e1〉 и ξ′ = αe1 + βe2,




















Увођењем смене ζ = U∗η, добијамо:∫
Bn











〈U∗η, e1〉 = 〈η, Ue1〉 = 〈η, e1〉 = η1.
Дакле, максимум се већ постиже на векторима облика (ξ1, ξ2, 0, . . . , 0). За
дато (ξ1, ξ2, 0, . . . , 0) ∈ Sn−1 можемо сменити променљиву са ζ = A∗η, где је
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|1− rη1χ1 − rη2χ2|2α
dv(η),
и |χ1|2 + |χ2|2 = 1, што доказује тврђење леме.
Сада ћемо видети да осим свођења проблема на дводимензиони, овај облик
омогућује и приказ посматране величине у облику реда.













(1− |ζ ′|2 − |ζ1|2 − |ζ2|2)α




где је ζ = (ζ1, ζ2, ζ ′).









(ϕ1, ϕ2, ρ1, ρ2)
∣∣ ρ21 + ρ22 < 1, ρ1, ρ2 > 0, ϕ1, ϕ2 ∈ [0, 2π]},
па имамо:





(1− ρ21 − ρ22)αρ21ρ2 dϕ1 dϕ2 dρ1 dρ2∣∣1−√1− |ζ ′|2(rρ1ξ1eiϕ1 + rρ2ξ2eiϕ2)∣∣2α .
Користећи развој у степени ред




α + k − 1
k
)
zk, |z| < 1, z ∈ C
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Сада интеграљење по скупу
{
(ρ1, ρ2)
∣∣ ρ21 + ρ22 < 1, ρ1, ρ2 > 0}, уз означавање









































t уз примену Фубинијеве теореме, а













































B(α + 1, k − j + 1) B
(






Γ(α + 1)Γ(k − j + 1)
Γ(α + k − j + 2)
















α + k + 7
2










α + k − 1
k
)
2r2k(1− |ζ ′|2)k+α+ 52
Γ
(
















cos2j θ sin2k−2j θ.












за фиксирано k, растуће по j, 0 ≤ j ≤ k. Заиста:
aj,k =
k!
(k − j)! j!












































tj(1 − t)− 12 dt опада по j, видимо да aj,k расте по j,






































где једнакост имамо за θ = 0, или ξ1 = 1, ξ2 = 0.
Ово значи да у неједнакости (3.19) супремум у другом интегралу постижемо
у ξ = e1, као и у првом, што процену чини најбољом могућом.
Из горњег рачуна закључујемо











α + k − 1
k
)






































































(Овде смо уврстили вредности cα и последњег интеграла.) Приметимо да је у
горњем расуђивању n ≥ 2, док је случај n = 1 много лакши.
Докажимо сад још једно помоћно тврђење:
Лема 9 ([57]). Низ
ak =
(










k + α + n+ 3
2
) , k ∈ N0
је монооно оаајући за α ≤ 2n+ 3, а за α > 2n+ 3 расе за k ≤ kα и оаа
за k > kα.
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Сада је лако видети да је ak
ak+1
> 1 ако и само ако је 2k(n+ 1) + 2n+ 3 ≥ α.
Ово важи за свако k ≥ 0 ако и само ако је α ≤ 2n + 3. Ако је α > 2n + 3,
тада неједнакост не важи за k = 0, али 2k(n + 1) + 2n + 3 расте по k, па ће,
почевши од неког k = kα, ово бити не мање од α.
Тако, у случају α > 2n + 3, за k < kα имамо ak < ak+1, и ak ≥ ak+1 кад је







Из претходног такође можемо закључити и да је за α > 2n + 3 највећи
члан у овом низу:
akα =
(















Након претходних лема и израчунавања, коначно смо у могућности да
довршимо доказ наше теореме.
Наиме, ако је α ≤ 2n+ 3, тада је(















α + n+ 3
2







α + k − 1
k
)







k + α + n+ 3
2
) r2k
≤ (n+ 1)(1− r2)α
+∞∑
k=0







α + n+ 3
2












α + n+ 3
2
) (1− r2)α(1− r2)−α = (n+ 1)Γ(n+ α + 1)Γ(32)
Γ
(























α + n+ 3
2
) .
Обе неједнакости постају једнакости за r = 0. Ово доказује
S(z) ≤ (n+ 1)







α + n+ 3
2
) , ‖f‖∞ ≤ 1.
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Сада, узимајући z = 0, f(w) = |w1|
w1
∈ L∞ за w = (w1, w2, . . . , wn), добијамо:


























α + n+ 3
2
) ,
где избор ξ = e1 оправдава неједнакост. Отуда је:
sup
|z|<1
(1− |z|2)|∇z(Bαf)(z)| = (n+ 1)







α + n+ 3
2
) .
За α > 2n + 3, имамо ограниченост Bα : L∞ → B, али горња формула за
норму више не важи. Наиме, ако означимо
ck =
(










k + α + n+ 3
2










α + n+ 3
2
) ,
лако је видети да је c0 = d0 и c1 > d1. Тада је














k + α + n+ 3
2
)r2k
































па горња неједнакост не важи за мале вредности r.
Такође, не можемо очекивати ни да ће супремум бити постигнут за r → 1−,
јер је






























)α ≤ |ζ1| ∈ L1(Bn, dv(ζ)),
па, по Лебеговој теореми о доминантној конвергенцији












због ϕr(ζ1) = r−ζ11−rζ1 → 1 кад r → 1
−. Дакле, супремум се не постиже за r = 0
или r = 1.
У овом случају, полунорму можемо проценити користећи примедбу из Леме
9. Наиме,
(n+ 1) cαT (r) < (n+ 1)Γ(n+ α + 1)
(















Неједнакост је строга, јер, за r = 0 смо то већ показали, а за r > 0 имамо
строгу неједнакост ak < akα за k 6= kα. Приметимо да иста процена важи
и за |∇z(Bαf)(z)|, због ненегативности језгра (мада је довољна и примедба
T (z, w) ∈ R за свако z, w ∈ Bn), па имамо
sup
|z|<1
(1− |z|2)|∇z(Bαf)(z)| ≤ (n+ 1)







n+ α + 3
2
) (3.20)
са ‖f‖∞ ≤ 1 и 0 ≤ α ≤ 2n+ 3, и слично и са проценом α > 2n+ 3.
Такође, ако је α < 0, избор f = |w1|
w1
опет нас доводи до разматрања функције
T (r), 0 ≤ r < 1, али је сада ова функција производ две монотоно растуће




|1−rζ1|2α , која је, по
претходном рачуну, такође растућа по r. Али, како је (1− r2)α и неограничена,
закључујемо да је Bα : L∞ → B неограничен за α < 0. Овим је доказ Теореме
16 завршен.
Приметимо да се може израчунати и
(n+ 1) cαT















k + α + n+ 3
2
)(kr2k−1 − (k + α)r2k+1),
али је веома тешко да се чињеница T ′(r0) = 0 може искористити у израчунава-
њу T (r0).
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Неједнакости (3.17) и (3.20), иако оптималне, не дају и најбољу процену
реалне Блоховске полунорме. Да бисмо постигли такву процену, вратимо се



















|〈∇K(z, w), l〉| dvα(w)‖f‖∞ (3.21)
Овде је, с обзиром на природу проблема l ∈ R2n, а f реално-вредносна функција,
по претпоставци.
Користићемо такође и одређене везе са раније коришћеним изразима како























где је zk = xk + iyk, k = 1, 2 . . . , n, имамо:














K(z, w)(l2k−1 + il2k) +
∂
∂zk






K(z, w)ξk = 2Re〈∇zK(z, w), ξ〉,
за ξk = l2k−1 − il2k, јер је језгро K(z, w) реално-вредносно.
Доказ Теореме 17. Претпоставимо да је ‖f‖∞ = 1. Отуда, према ранијим
израчунавањима, добијамо:




























Опет, стављајући z = (r, 0 . . . 0), 0 ≤ r < 1 долазимо до:





∣∣∣Re〈ξ,√1− r2ζ + (1−√1− r2)ζ ′1〉∣∣∣ (1− |ζ|2)α|1− rζ1|2α dv(ζ).
Сетимо се да је ζ ′1 = ζ1e1 за ζ = (ζ1, . . . , ζn).
Аналогна примена неједнакости троугла, попут оне у комплексном случају,
даје:

























Први максимум достиже се за ξ = e1, док за максимум другог интеграла






















|1− rζ1ξ1 − rζ2ξ2|2α
dv(ζ).
Означимо ζj = µ2j−1 + iµ2j, ξj = ν2j−1 + iν2j. Тада је





|1− rζ1ξ1 − rζ2ξ2|2α
dv(ζ)
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|1− r(µ1ν1 − µ2ν2 + µ3ν3 − µ4ν4)|2α
dv(µ).
Овде µ = (µ1, µ2, . . . , µ2n) и (µ) је 2n−димензиона Лебегова мера. Користили
смо елементарну неједнакост |z| ≥ |Rez|.
















|1− rµ1ν1 − rµ2ν2|2α
dv(µ),
где је ν21 + ν22 = 1, ν1, ν2 ∈ R.


























































































(1− τ 2)α dv(τ)
∫
B2








2 (1− u− v)α+n−1 du dv
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Γ(α + n+ k + 3
2
)





Γ(α + n+ k + 3
2
)
Γ(k − j + 1)Γ(j + 1
2
).
Овде смо користили смену променљивих и везу Гама и Бета функција.






























Γ(k − j + 1)Γ(j + 1
2
) опадајући по j за





















(j + 1)!(k − j − 1)!2Γ(j + 3
2
)(2j)!(2k − 2j)!




2k − 2j − 1
2k − 2j
< 1



















































































Сада преостаје да нађемо супремум функције променљиве r ∈ [0, 1]. Из
неједнакости (3.22) и горње процене двоструке суме, јасно је да ће ова нејед-
накост бити оптимална само ако је супремум достигнут у r = 0. Нађимо сада
и релацију између n и α за коју то и важи. Потребна нам је следећа:
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Лема 10 ([57]). Низ
bk =
(
2α + 2k − 1
2k
)(




Γ(k + α + n+ 3
2
)
, k ∈ N0
оаа о k ако и само ако α ≤ n+ 1
2
, ок за α > n+ 1
2
расе ри k ≤ k′α и оаа
за k > k′α.
















(2k + 2α + 1)(k + 1)




што је мање или једнако 1 ако и само ако је α ≤ n+ 1
2
+ k(2n+ 1). Ово важи
за све k ≥ 0, ако и само ако је α ≤ n+ 1
2
. У случају α > n+ 1
2
, низ расте bk по








Дакле, за α ≤ n+ 1
2
низ је опадајући и bk ≤ b0 за све k ∈ N, док за α > n+ 12
имамо
bk ≤ bk′α =
(
2k′α + 2α− 1
2k′α
)(









Као последицу Леме 10 имамо следећи закључак:
За α ≤ n+ 1
2
све горње процене су оптималне и имамо















За α > n+ 1
2
важи:











k′α + α− 1
k′α
)−1
(k′α)!Γ(α + n+ 1)





Важно је напоменути да избор z = (1, 0, . . . , 0) и r = 0 даје једнакост у
првој процени за f(z) = |Rez1|
Rez1
. Јасно је да неједнакост у случају α > n+ 1
2
није




4.1 Бергманова пројекција—увод и значај
Круг идеја везаних за Бергманово језгро и метрику потиче од Бергмана и
Сегеа. Ова техника испоставила се као врло корисна у истраживању функција
више комплексних променљивих, парцијалних диференцијалних једначина,
геометрији, итд. Наиме, домену у Cn придружићемо простор L2-интеграбилних
холоморфних функција, а потом и репродуктивно језгро. Користећи добијено
језгро, конструишемо растојање на домену које ће се чувати при бихоломорф-
ним пресликавањима. Ово већ довољно говори о могућности повезивања
различитих техника из анализе и геометрије у проблемима где овај приступ
налази примену.
Напоменимо, пре свих, примену на испитивање граничне регуларности хо-
ломорфних функција [20]. Такође, Бергманово језгро има извесна екстремалнa
својствa која га чине моћним алатом у теорији парцијалних једначина.
Наредни редови биће посвећени увођењу Бергманове пројекције на ограни-
ченим доменима у Cn и њеним основним особинама.
Означимо са Ω домен коначне запремине у Cn и са A2(Ω) Бергманов простор







|f(z)|2 dv(z) < +∞. (4.1)
Прве особине овог простора даћемо у наредним лемама.
Лема 11 ([37]). Нека је K комакан оску омена Ω. Таа осоји
консана CK,n, 0 < CK,n < +∞, која зависи само о K и n, аква а је
sup
z∈K
|f(z)| ≤ CK,n‖f‖A2(Ω), ∀f ∈ A2(Ω). (4.2)
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Доказ. Како је K компакт, постоји r(K) = r > 0 такво да за свако z ∈ K,
B(z, r) ⊂ Ω. Због тога, користећи својство средње вредности холоморфних








≤ c(n)r−n‖f‖A2(Ω) = CK,n‖f‖A2(Ω).
Сав 1 ([37]). Просор A2(Ω) је Хилберов росор са скаларним роизвоом





Доказ. Једина нетривијална чињеница за проверу је комплетност. Проверимо
и то. Нека је низ функција {fj}+∞j=1 ⊆ A2 Кошијев у A2-норми. Како је L2
комплетан, постоји L2-гранична функција f . Уверимо се да је ова функција и
холоморфна.
Заиста, Лема 11 даје да је низ Кошијев fj и у sup-норми на сваком компакту
K ⊂ Ω, што повлачи нормалну конвергенцију (тј. конвергенцију по компакти-
ма) низа fj. Како је гранична функција, при нормалној конвергенцији низа
холоморфних функција холоморфна, то је f ∈ H(Ω), па је и f ∈ A2(Ω).
Следећа особина је кључна за увођење репродуктивног језгра.
Сав 2 ([37]). За свако z ∈ Ω, функционал
Φz : f 7→ f(z), f ∈ A2(Ω)
је нерекиан линеаран функционал на A2(Ω).
Доказ. Ово је последица Леме 11, ако узмемо K = {z}.
Сада применом теореме Риса о репрезентацији линеарних функционала
на Хилбертовим просторима, видимо да са свако z ∈ Ω постоји функција
Kz ∈ A2(Ω) таква да се линеарни функционал Φz може представити као
скаларни производ са Kz односно:
Ако је f ∈ A2(Ω), аа за свако z ∈ Ω важи
Φz(f) = f(z) = 〈f,Kz〉. (4.4)
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То доводи до следеће дефиниције:
Дефиниција 1. Бергманово језгро за домен Ω је функција K(z, w) = Kz(w),




K(z, w)f(w) dv(w), за свако f ∈ A2(Ω). (4.5)
Неке особине језгра K(z, w) дате су следећим ставовима.
Сав 3 ([37]). Берманово језро K(z, w) је конјуовано-симерично, оносно
K(z, w) = K(w, z).
Доказ. По дефиницији, K(w, ·) припада A2(Ω) за свако фиксирано w. Отуда,
из репродукујућег својства имамо∫
Ω
K(z, t)K(w, t) dv(t) = K(w, z).
Са друге стране,∫
Ω
K(z, t)K(w, t) dv(t) =
∫
Ω
K(w, t)K(z, t) dv(t) = K(z, w) = K(z, w).
Сав 4 ([37]). Берманово језро је јеинсвено оређено слеећим својсви-
ма:
(а) риаа A2(Ω),
(б) има својсво конјуоване-симеричноси,
(в) рерoукује A2(Ω).
Доказ. Нека је K ′(z, w) неко друго језгро које испуњава својства (а), (б) и (в).
Тада је
K(z, w) = K(w, z) =
∫
Ω




K(w, t)K ′(z, t) dv(t) = K ′(z, w) = K ′(z, w).
Како је L2(Ω) сепарабилан Хилбертов простор, исто важи и за његов
затворен потпростор A2(Ω). Зато постоји ортонормирана база {Φj}+∞j=1 за
A2(Ω).
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Теорема 21 ([37]). Нека је K комакан оску о Ω, а Φj оронормирана




конверира на K ×K равномерно ка K(z, w).


















|f(z)| ≤ cK .














и конвергенција је равномерна за z, w ∈ K, за фиксирано z ∈ Ω. Видели смо да
{Φj(z)}+∞j=1 ∈ l2, па тако добијамо
∑+∞
j=1 Φj(z)Φj(w) ∈ A2(Ω) као функција по w.
Означимо збир последњег реда са K ′(z, w). Приметимо да је K ′ конјуговано-
симетрично по самој дефиницији. Такође, за f ∈ A2(Ω), имамо∫
Ω
K ′(·, w)f(w) dv(w) =
∑
f̂(j)Φj(·) = f(·)
у смислу A2-конвергенције (по ‖·‖A2-норми; f̂(j) је j-ти Фуријеов коефицијент




K ′(z, w)f(w) dv(w), ∀f ∈ A2(Ω),
па је K ′ Бергманово језгро на основу Става 4.






У конкретним и довољно „лепим” случајевима, ово се може искористити за
експлицитно израчунавање K(z, w).
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Коначно, приметимо да, ако је Ω ограничен домен у Cn, пресликавање




јесте ортогонална пројекција L2(Ω, dv) на A2(Ω). Заиста, P је идемпотентан и
самоадјунгован оператор и A2(Ω) је тачно скуп елемената из L2 које оператор
P фиксира. Оператор P називамо Бергмановом пројекцијом.
Напоменимо следеће о Бергмановој мeтрици: Она се може задати на домену




logK(z, z), z ∈ Ω
(K(z, z) је као
∑+∞
j=1 |Φj(z)|2 строго позитивна величина). Ово заправо значи
да је дужина тангентног вектора ζ = (ζ1, ζ2, ..., ζn) у тачки z ∈ Ω дата са
|ξ|B,z = gij(z)ξiξj
Овим је дефинисана Бергманова метрика. Дефинисање дужине криве
и растојања између две тачке је исто као и у случају било које Хермитске
метрике. Изразе за конкретне домене имали смо раније у уводном и поглављу
о Шварцовој леми.
Добијена метрика има својство да је, бихоломорфно пресликавање f изоме-
трија ако се на његовом домену и кодомену посматрају одговарајуће Бергма-
нове метрике.
Више о овој тематици може се наћи у [36], [37].
Приметимо да се претходна разматрања преносе и на случај мера општијих
од Лебегове, нпр. ако се на Ω посматра и нека друга мера дефинисана строго
позитивном тежинском функцијом. Сви закључци и особине важе и у том
случају.
Размотримо сада тежинско Бергманово језгро у случају Ω = Bn и мере
dvα(z) = cα(1− |z|2)α dv(z) јер ће оно бити предмет нашег изучавања. Овде да
је cα = Γ(n+α+1)Γ(α+1)πn . За експлицитно израчунавање Бергмановог језгра за лопту са
мером dvα послужићемо се Теоремом 21 и потпуним ортогоналним системом





2 · · · zjnn , за j = (j1, j2, ..., jn).
Овде су све компоненте мултииндекса ненегативне, па након нормализације




|z1|2j1 · · · |zn|2jn dvα(z) =
Γ(n+ α + 1 + j1 + ...+ jn)










Γ(n+ α + 1 + j1 + ...+ jn)
Γ(n+ α + 1)
1
j1! · · · jn!
(z1w1)




Γ(n+ α + 1 + |j|)




j1! · · · jn!
(z1w1)




Γ(n+ α + 1 + |j|)
Γ(n+ α + 1)|j|!
〈z, w〉|j| = 1
(1− 〈z, w〉)n+α+1
.
Напоменимо и да је ово један од ретких случајева да се формула за Берг-
маново језгро може експлицитно израчунати, тако да је Теорема 21 углавном
од теоријског значаја.
4.2 Оцена норме
Бергманове пројекције на Lp(Bn)
У теорији интегралних оператора природно се намеће питање ограниче-
ности посматраног оператора и добре процене норме истог на Lp простору.
Ограниченост Бергманове пројекције на Lp(D) последица је општих резултата
Калдерон-Зигмундове теорије. Ипак, нешто конкретнији резултати скоријег су
датума. Асимптотски оптималну процену за p блиско јединици и бесконачности










за неке константе c1 и c2 које не зависе од p, док је Достанић побољшао
овај резултат налазећи конкретне вредности ових константи : c1 = 12 , c2 = π.





), донекле очекивану с обзиром на резултат Холенбека и Вербиц-
ког о тачној норми Рисове пројекције ([25]), међутим у [39] Лиу даје најбољу
постојећу процену норме Бергманове пројекције на Lp(Bn). Тиме Лиу оповрга-
ва Достанићеву претпоставку и поставља нову која и даље није ни доказана
ни оповргнута.
Рецимо и да Лиу израчунава тачну норму максималне Бергманове пројек-
ције, али тај резултат можемо видети и као последицу разматрања из одељка
3.2, тј. Марковићевог резултата из [48]. Наиме, то је оператор означен са T за
који смо добили:
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Дакле,









, 1 < p <∞. (4.7)
Зато ће, овде, предмет разматрања бити процена норме одоздо. Наиме,
користећи резултате из [39], доказаћемо следећу теорему:
















) , q = p
p− 1
, 1 < p <∞. (4.8)




























што даје негативан одговор на Достанићево питање из [15] .



















Ми ћемо размотрити само случај p ≥ 2, будући да из дуалности случај
1 < p < 2 природно следи.
Биће нам потребан и један резултат Харди-Литлвудовог типа о коефици-
јентима функција из тежинског Бергмановог простора Apα, Накамуре, Охје и
Ватанабеа из [60]. Подсетимо се , за 0 < p < ∞ и α > −1, са Apα означавамо











где је m је Лебегова мера.
Лема 12 ( Накамура, Охја, Ватанабе [60]). Нека је 1 < p < ∞, α > −1 и
{ak}+∞k=1 низ комлексних бројева акав а је:
+∞∑
k=0
(k + 1)p−3−α|ak|p <∞.
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Таа функција ϕ(z) =
∑+∞
k=0 akz







и cp,α зависе само о p и α.
Користећи наведену лему, доказаћемо једно помоћно тврђење, које ћемо у
наставку директно користити.
Лема 13 (Лиу [40]). Нека је 2 ≤ p ≤ ∞. Посмарајмо функцију:
F (z, ξ) :=
+∞∑
k=0
fk(ξ)〈z, ξ〉k, z, ξ ∈ Bn,
е је {fk(·)}∞k=1 низ комлексно-вреносних функција на Bn. Таа, за свако
ξ ∈ Bn
‖F (·, ξ)‖pp ≤ C
+∞∑
k=0
(k + 1)p−n−2|fk(ξ)|p|ξ|kp, (4.11)
е C зависи само о p и n.
Доказ. За n = 1, Лема 13 следи из Леме 12. Зато размотримо n ≥ 2. За





k|ξ|kλk, λ ∈ D
Претпоставимо да је у (4.11) десна страна коначна, иначе је тврђење










Подсетимо се да за ϕ ∈ L1(D) и свако η ∈ Sn имамо∫
Sn











|ϕr,ξ(λ)|p(1− |λ|2)n−2 dv(λ) = ‖ϕr,ξ‖pApn−2 .
Из последњег и (4.12), интеграљењем по поларним координатама добијамо
‖F (·, ξ)‖pp = 2n
∫ 1
0




што смо и желели да докажемо.
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Доказ Теореме 22. Нека је, за ξ ∈ Bn :




p (1− 〈z, ξ〉)−
n+1
2 , z ∈ Bn.
Ту фамилију функција ћемо искористити као тест функције при процени









2 (1− 〈w, ξ〉)n+12
.


































































































Лако је проверити да је
Pfξ(z) = Φξ(z) + Ψξ(z) + Υξ(z).
Даље, имамо:















Остатак доказа поделићемо у четири тврђења.
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1, c < 0,
1
1−|z|2 , c = 0,
(1− |z|2)−c, c > 0.
Овде f  g означава да постоје константе C1, C2 > 0, такве да је C1 ≤ fg ≤ C2.
За доказ погледати [21] или [71] .
Из облика функције fξ(z) и Φξ(z) очигледно је следеће































(k + 1)−p−1 < +∞,
чиме је доказано
Тврђење 3 ([40]). ‖Ψξ‖p = O(1).
Да комплетирамо доказ, докажимо још и
Тврђење 4 ([40]). ‖Υξ‖p = O(1).
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, где dte означава најмањи цео број не мањи од
t.









































за j = 1, 2, . . . ,m.
Дефиниција m обезбеђује m < (n + 1)(1 − 1
p
), што гарантује постојање и
коначност g(j)k (1−) за j = 1, 2, . . . ,m. Штавише, из Гаусове и Стирлингове
формуле добијамо и∣∣g(j)k (1−)∣∣ ∼ (k + 1)n+1p −n+12 +j, j = 1, 2, . . . ,m. (4.17)











растућа функција на интервалу [0, 1), јер су коефицијенти у њеном Тејлоровом
развоју позитивни. Отуда је
sup
x∈[0,1)
∣∣g(m)k (x)∣∣ = ∣∣g(m)k (1−)∣∣. (4.18)
Тејлорова формула, (4.17) и (4.18) дају






































Овим је завршен доказ Тврђења 4, а тиме и Теореме 22.
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за p 6= 2, која показује ‖P‖p > 1sin π
p
, што је занимљива примедба, с обзиром да
је 1sin π
p
, 1 < p <∞ норма Рисове пројекције на Lp(T).








Као прво, приметимо да важи
Лема 14 ([40]). Функција x 7→ x2Ψ′(x) сроо расе на (0,+∞).


























































Користећи Лему 14, показаћемо да је g конвексна на (0, 1). Заиста, ако је
σ(x) := log g(x), имамо
σ′′(x) = b2ψ′(bx)− a2ψ′(ax) + b2ψ′(b(1− x))− a2ψ′(a(1− x)),
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за свако x ∈ (0, 1). Сада, будући да је g(x) = g(1 − x) за x ∈ (0, 1) и да је g
конвексна, закључујемо
g(x) =











































































што уз sin t ≤ t повлачи жељено.
Напоменимо да, у истом раду([39]), Лиу даје оптималне верзије процена
Форелија и Рудина из [21]. Пре тога, квалитативно проширење ових резултата
дали су Матељевић и Павловић у [50]. Исти аутор, у заједничком раду са
Жоуом и Пералом, [41] даје и процену одоздо норме тежинске Бергманове
пројекције, која подржава оцену из горње теореме као потенцијално најбољу
могућу. Оцене норме Бергманове пројекције на разним просторима функција
предмет су интензивног истраживања и неки од занимљивих резултата могу
се наћи у [35],[80],[40].
4.3 Норма Бергманове пројекције на L∞(Bn) и
процене градијента
Бергманова пројекција није ограничена на L1(Bn) и L∞(Bn) . Ипак, слика
L∞ функције овим оператором припада Блоховом простору, како се показује
у радовима [13] и [14] . Oптималну оцену на диску D даје Перала у [65] у
случају полунорме и у [66] за норму Бергманове пројекције на Блохов простор.
Резултате Перале из првог рада уопштили су Калај и Марковић у [28].
У поменутим радовима, основна процена има следећи облик:
sup
|z|<1
(1− |z|2)|∇zPαf(z)| ≤ C‖f‖L∞ .
Ипак, ми ћемо овде пратећи резултате из [56], уместо горње процене
|∇zPαf(z)| за f ∈ L∞(Bn), која прати асимптотско понашање кад |z| → 1,
доказати знатно прецизнију оцену градијента у свакој тачки z ∈ Bn :
|∇zPαf(z)| ≤ Cp,n,α(z)‖f‖Lp , f ∈ Lp(Bn), z ∈ Bn, α > −1.
Као последицу имаћемо следећу неједнакост
sup
|z|<1
(1− |z|2)β|∇zPαf(z)| ≤ Cp,n,α‖f‖Lp ,
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са оптималним експонентом β = β(p, n, α) и Cp,n,α.
Прецизније, имамо следећу теорему:
Теорема 23 (Мелентијевић [56]). Нека f ∈ Lp(Bn), 1 ≤ p ≤ ∞. Таа важе
слееће нејенакоси:









+ k − 1
k
)2
Γ(k + 1 + q
2
)

















(n+ α + 1)
(







Последица ове теореме је и једнакост:
‖Pα‖β = Cα,n =







коју ћемо добити након што покажемо да је добијена процена одозго и најбоља
могућа. Тиме добијамо резултат из [28].
Из неједнакости (4.19) и чињенице да је одговарајућа екстремална функција
холоморфна имамо и најбољу процену градијента у тачки за A2,α функције, :
односно важи:
Теорема 24 (Мелентијевић [56]). За f ∈ A2,α важи:
|∇f(z)| ≤
√
(n+ α + 1)(1 + (n+ α + 1)|z|2)
(1− |z|2)1+n+α+12
‖f‖A2,α . (4.21)
Докажимо прво основну Теорему 23:



















|〈∇zKα(z, w), ξ〉|qdv(w) ‖f‖Lp(Bn).
Сада ћемо експлицитно израчунати вредност горњег супремума у функцији















































|1− w1z1 − w2z2|(n+1)q
dvα(w).
Доказ. Фиксирајмо ξ ∈ Sn и посматрајмо унитарну матрицу A такву да је





















након смене променљивих µ = Aw.
Постојање унитарне матрице U за коју је Ue1 = e1, UAz = z′, где је































|1− z′1η1 − z′2η2|q(n+1)
dvα(η),
где је Uµ = η. Приметимо |z′1|2 + |z′2|2 = |z′|2 = |UAz|2 = |z|2. Лема сада следи
конјуговањем η.
Из последњег интеграла јасно је да можемо узети η1 = |z| cos t и η2 = |z| sin t
за t ∈ [0, π
2
] и записати исти применом Фубинијеве теореме као:∫
Bn
|w1|q













(1− |w1|2 − |w2|2 − |w′|2)α dvn−2(w′).
I(w1, w2) се једноставно израчунава као π
n−2Γ(α+1)
Γ(α+n−1) (1 − |w1|
2 − |w2|2)α+n−2,
(детаљи рачуна могу се пронаћи нпр. у раду [57]), те имамо:
C(z)q = (n+ α + 1)qcα
πn−2Γ(α + 1)








|1− w1|z| cos t− w2|z| sin t|q(n+α+2)
(1− |w1|2 − |w2|2)α+n−2dv2(w1, w2).





|1− w1|z| cos t− w2|z| sin t|q(n+α+2)










|1− ρ1|z|eiϕ1 cos t− ρ2|z|eiϕ2 sin t|q(n+α+2)
)
dρ1dρ2.
Унутрашњи интеграл развијамо у облику суме реда користећи Парсевалову
једнакост:
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2 (1− ρ21 − ρ22)α+n−2dρ1dρ2.












и увођењем смене s = (1− t)u :
1−t∫
0































+ n+ α + 1)
.
Зато, према горњим развојима имамо:








Γ(α + n+ q
2







































, j + 1)



















одакле лако следи први део наше теореме.
Пређимо сада на њен други део, тј. неједнакост (4.20).
Из Стирлингове формуле имамо(












+ k − 1
k
)2
Γ(k + 1 + q
2
)




























+ k − 1
k
)2
Γ(k + 1 + q
2
)





k + β − 1
k
)
може важити за |z| → 1 само ако је β − 1 ≥ (q − 1)(n+ α + 2).
У наредној леми показаћемо да је β = (q−1)(n+α+2)+1 оптимални избор
изложиоца β:




+ k − 1
k
)2
Γ(k + 1 + q
2
)




k + (q − 1)(n+ α + 2)
k
)−1













(q − 1)(n+ α + 2) + k
k
)
за k ≥ 0, n ≥ 1.
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k2(β + n+ α + 2 +
q
2
) + k(β + (β + 1)(n+ α +
q
2




Очигледно је q(n+ α + 2) = β + n+ α + q
2
+ 1. Докажимо такође да је
q2
4
(n+ α + 2)2 + (1 +
q
2






(n+ α + 2)2(1 +
q
2
) ≥ β(n+ α + q
2
+ 1).
Стављајући β = 1+(q−1)(n+1) и t = n+α+1, имамо да је, након једноставног
рачуна, прва неједнакост еквивалентна са
q2(t+ 1)2 + 4t2 ≥ (4t2 + 2t+ 2)q,










2t(2t+ q)(1 + q
2
)), према неједнакости






)) ≥ 2q(t+ 1)(2t+ q)









k(q−1)(n+α+2)Γ((q − 1)(n+ α + 2) + 1)k1−β
=
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Последња лема заједно са првим делом теореме даје коначан доказ (4.20).







p−1 , видимо да је процена (4.19) и најбоља могућа.
Приметимо и да је у (4.19) једнакост достигнута за холоморфну функцију
па након краћег рачуна добијамо и Теорему 21.
Остаје још и да се уверимо да је процена Бергманове пројекције на Блохов
простор дата са
‖Pα‖β ≤






Блохов простор, као што је већ речено, задајемо полунормом:








‖Pαg‖β, ‖Pα‖B = sup
‖g‖∞≤1
‖Pαg‖B.
За почетак, приметимо да важи:








‖Pαg‖B = |Pαg(0)|+ ‖Pαg‖β ≤ ‖g‖∞ + ‖Pα‖β‖g‖∞.
Лема 18 ([28]). За свако α > −1 осоји низ gk функција ‖gk‖∞ = 1 и низ
векора zk ∈ Bn, k ≥ 1 акви а је
lim
k→∞
(1− |zk|2)|∇(Pαgk)(zk)| = Cα,n.
За доказ ове леме биће нам потребно наредно тврђење, које садржи резул-
тате техничке природе.
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(а) Каа је c < 0, Jc,t је ораничено у Bn. Шавише,
Jc,t(z) =





Γ(k + 1)Γ(n+ 1 + t+ k)
|z|2k, (4.22)
е је λ = n+1+t+c
2
.
(б) Jc,t се може, у завореном облику, заисаи и као:
Jc,t(z) =
n! Γ(1 + t) 2F1(λ, λ; n+1+ t; |z|2)














Доказ тврђења изостављамо, погледати [28].
За процену одоздо користићемо теорему Виталија, која се, са доказом,
може наћи у [72].
Теорема (Витали). Нека је X росор са коначном мером µ, и hk : X → C
низ равномерно инерабилних функција, ј. функција аквих а за свако
ε > 0 осоји δ > 0, независно о k, за које важи
µ(E) < δ ⇒
∫
E
|hk| dµ < ε.





















, w ∈ Bn, w1 6= 0. (4.25)
Тада је gk(w) ∈ L∞(Bn) и ‖gk‖∞ = 1. Из (4.25) и формуле за ∇Pαg(z) имамо
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> 1, према Тврђењу 5 (за c = −1
2










Отуда, по теореми Виталија имамо
lim
k→∞

































|∇ (Pαg) (zk)| =
πn
n!
cα(1 + n+ α)J−1,α(e1) =







што завршава доказ Леме 18, а и Тврђења 5.
4.4 Норма Кошијеве пројекције на L∞(Bn) и про-
цене градијента
Сада ћемо се укратко осврнути на неке занимљиве последице разматрања







која L2 функцији на Sn = ∂Bn придружује холоморфну функцију из H2(Bn).
За процене градијента које ће овде добити неопходна нам је следећа лема:









Ову лему нећемо доказивати. Она представља круцијални корак у прено-
шењу процена за тежинску Бергманову пројекцију на процене за Кошијеву
пројекцију. Тако добијамо следеће последице Теорема 23 и 24:
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Теорема 25 ([56]). Нека је f ∈ Lp(Sn), 1 ≤ p ≤ ∞. Таа имамо слеећу
оималну роцену:
|∇Cf(z)| ≤ F (z)‖f‖Lp(Sn), f ∈ Lp(Sn), z ∈ Bn, (4.26)























Такође, аналоно Теореми 23 обијамо и:
(1− |z|2)1+
n









е су и ексонен у изразу (1− |z|2)1+
n
p и консана на есној срани
рехоне нејенакоси најбољи моући.





‖f‖H2 . (4.27 )
Доказе ових теорема нећемо наводити, оне су једноставне последице Те-
орема 23 и 24 и Леме 19. Неједнакост 4.26 се може видети и као процена
градијента решења ∂−једначине у Bn.
Лема 19 се такође користи и за преношење резултата из [30] и [58]. Отуда
имамо следећу теорему:




































Дефиниције наведених полунорми и норми на Блоховом простору дате
су једнакостима 1.25-1.28. Аналогони неједнакости (4.27) и (4.21) за Зигелов
горњи полупростор могу се наћи у [59].
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4.5 Норма Бергманове пројекције
на Блоховом простору са нормом
инваријантног градијента
Упоредо са уопштењем Пералиног резултата из [65] , Калај и Марковић([28])
разматрају и аналоган проблем—налажење тачне норме оператора Pα из L∞(Bn)





‖f‖B̃ := |f(0)|+ ‖f‖β̃.
Наравно, с обзиром да је, за n = 1, |∇̃zf(z)| = (1−|z|2)|∇zf(z)|, разлика настаје
у случају n ≥ 2. Овај проблем испоставља се као знатно тежи и његово решење
дао је аутор тезе у [58].
Приметимо прво да, сасвим аналогно примедби из претходног одељка важи
следећа лема:
Лема 20 ([28]). За α > −1, важи
‖Pα‖B̃ ≤ 1 + ‖Pα‖β̃








C̃α,n := ‖Pα‖β̃ = sup
{
|∇̃z(Pαg)(z)|
∣∣∣ |z| < 1, ‖g‖∞ ≤ 1}.
Да бисмо нашли тачну вредност C̃α,n, даћемо интегралну репрезентацију ове
константе. У ту сврху уводимо функцију
l(t) = (1 + n+ α)
∫
Bn
|(1− w1) cos t+ w2 sin t|
|w1 − 1|n+1+α
dvα(w). (4.32)
Прва веза тражене константе C̃α,n и функције l(t) дата је следећим тврђе-
њем:
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Доказ. Нека је f = Pαg. Имамо









1− 〈ϕa(z), ϕa(w)〉 =
(1− 〈a, a〉)(1− 〈z, w〉)
(1− 〈z, a〉)(1− 〈a, w〉)
,
то за θ = n+ 1 + α имамо







g ◦ ϕa(w) dvα(ϕa(w)).




(w − a)(1− 〈a, w〉)θ
(1− |a|2)θ
g ◦ ϕa(w) dvα(ϕa(w)),
















а самим тим је
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|〈w − a, ζ〉|
|1− 〈w, a〉|n+1+α
.
Приметимо да је Sζ,w(a) субхармонијска функција по a. То значи да је a 7→ L(a)
субхармонијска и да достиже максимум на граници јединичне лопте. Зато








Нека је U унитарна трансформација Cn на себе таква да је Ua0 = e1 и
Uζ0 = cos t e1 + sin t e1, за неко t ∈ [0, 2π] (Овде је t = arg〈a0, ζ0〉). Уводимо

























|(1− w1) cos t+ w2 sin t|
|w1 − 1|n+1+α
dvα(w).
Следећи корак јесте процена норме одоздо, која је, видећемо ниже, и
најбоља могућа.
Лема 22 (Калај, Марковић [28]). Нека је l ефинисана као у (4.32). Таа је
C̃α,n ≥ l(π2 ). (4.35)
Доказ. Узмимо ζ = e2, ak = εk e1, где је εk = kk+1 . Тада је
|〈∇̃zf(a), ζ〉| = θ′
∣∣∣∣∫
Bn





Дефинишимо gk такву да је
w2(1− εkw1)n+1+αgk ◦ ϕa(w) = |w2(1− εkw1)n+1+α|
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и нека је fk = Pαgk. Тада имамо











|〈∇̃zf(a), ζ〉| ≥ l(π2 ).
Леме 21 и 22 представљају познате резултате Калаја и Марковића везане
за одређивање тачне вредности константе C̃α,n из [28]. Формулишимо сад и
докажимо и главни резултат овог одељка:















≤ ‖Pα‖B̃ ≤ 1 +
π
2





Шавише, имамо и слееће ресављање l омоћу хиереомеријске
функције:
l(t) =









; 1; cos2 t)













|(1− w1) cos t+ w2 sin t|
|1− w1|n+α+1
(1− |w|2)α dvn(w)
где је ξt = cos t e1 + sin t e2, t ∈ [0, π2 ]. (Ово су последње две у низу једнакости
(4.34).)
Фиксирајмо t ∈ [0, π
2
]. Уводећи смену координата са Atw = z, где је At
реална n× n ортогонална матрица
cos t sin t 0 · · · 0
− sin t cos t 0 · · · ...
0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . 0
0 0 0 · · · 1

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|〈z − Ate1, e1〉|(1− |z|2)α
|1− 〈z, Ate1〉|n+α+1
dvn(z).
Како је Ate1 =
(






|z1 − cos t|(1− |z|2)α





|z1 − cos t|(1− |z|2)α
|1− z1 cos t− z2 sin t|n+α+1
dvn(z).




|z1 − cos t|(1− |z1|2 − |z2|2 − |z′|2)α





|z1 − cos t|J(z1, z2) dv2(z1, z2)
|1− z1 cos t− z2 sin t|n+α+1




(1− |z1|2 − |z2|2 − |z′|2)α dvn−2(z′);
овде је z = (z1, z2, z′), z′ ∈ Cn−2.
Сменом z′ = λw, λ =
√
1− |z1|2 − |z2|2 налазимо вредност израза J(z1, z2) :
∫
λBn−2




Лако налазимо да је
∫
Bn−2(1− |w|
2)α dvn−2(w) = kα = π
n−2 Γ(α+1)
Γ(α+n−1) , па је
L(ξt) = cαkαI(cos t, sin t),
где је
I(cos t, sin t) =
∫
B2
|z1 − cos t|(1− |z1|2 − |z2|2)n+α−2
|1− z1 cos t− z2 sin t|n+α+1
dv2(z1, z2). (4.36)
Сада се проблем своди на разматрање монотоности I(cos t, sin t) као функ-
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Овде смо користили dvn као n-димензиону Лебегову меру. У ситуацијама
попут ове, често се употребљава нормализована мера како би норма функције
f(z) = 1 била једнака 1, али је овде овај избор знатно погоднији за примену
Фубинијеве теореме.
Када смо се решили „сувишних” координата, трансформишимо даље израз:
I(cos t, sin t) =
∫
D




(1− |z1|2 − |z2|2)n+α−2
|1− z1 cos t− z2 sin t|n+α+1
dv(z2),
те користећи смену z2 =
√
1− |z1|2ρeiθ, 0 ≤ ρ < 1, θ ∈ [0, 2π] добијамо∫
√
1−|z1|2D
(1− |z1|2 − |z2|2)n+α−2








(1− |z1|2)n+α−2(1− ρ2)n+α−2ρ(1− |z1|2)
|1− z1 cos t−
√





ρ(1− ρ2)n+α−2Φ(z1, ρ, t) dρ,








Парсевалова једнакост, заједно са Тејлоровим развојем функције (1−z)−n+α+12
даје:




|1− z1 cos t−
√
1− |z1|2ρ sin teiθ|n+α+1
=
1
|1− z1 cos t|n+α+1
∫ 2π
0
dθ∣∣∣1− √1−|z1|2ρ sin t1−z1 cos t eiθ∣∣∣n+α+1
=
2π






+ k − 1
k
)2
(1− |z1|2)kρ2k sin2k t
|1− z1 cos t|2k
.
Покажимо да је ∣∣∣∣
√
1− |z1|2ρ sin t
1− z1 cos t
∣∣∣∣ ≤ ρ < 1,
чиме оправдавамо коришћење горњег развоја.
Коши-Шварцова неједнакост нам даје:
√




1− |z1|2)2 + |z1|2
√
sin2 t+ cos2 t = 1
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па је, отуда: √
1− |z1|2 sin t ≤ 1− |z1| cos t.
Сада је, из примене неједнакости троугла:




1− |z1|2 sin t
1− z1 cos t
∣∣∣∣ ≤ 1,
те зато, за 0 ≤ ρ < 1:
∣∣∣∣
√
1− |z1|2ρ sin t
1− z1 cos t
∣∣∣∣ ≤ ρ < 1.
Последњи развој у ред даје једнакост:∫
√
1−|z1|2D
(1− |z1|2 − |z2|2)n+α−2








+ k − 1
k
)2
(1− |z1|2)k+n+α−1 sin2k t












+ k − 1
k
)2
(1− |z1|2)k+n+α−1 sin2k t
|1− z1 cos t|2k+n+α+1
B(k + 1, n+ α− 1),
па је:
I(cos t, sin t) = π
+∞∑
k=0











|z1 − cos t|(1− |z1|2)k+n+α−1
|1− z1 cos t|2k+n+α+1
dv(z1).
Ове интеграле израчунавамо уводећи смене z1 = cos t−ζ1−ζcos t =
cos t−ζ
1−ζ cos t (јер
cos t ∈ R). Овде претпостављамо t > 0. Тада имамо:
ζ =
cos t− z1
1− z1 cos t
, JR =
(1− cos2 t)2
|1− ζ cos t|4
.
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Такође, користићемо и идентитете
1− z1 cos t = 1−
cos−ζ
1− ζ cos t
cos t = 1− cos
2 t
1− ζ cos t
и
1− |z1|2 =
(1− cos2 t)(1− |ζ|2)
|1− ζ cos t|2
.
Користећи наведену смену, добијамо:∫
D
|z1 − cos t|(1− |z1|2)k+n+α−1







|1− ζ cos t|2k+2n+2α−2
×




|1− ζ cos t|4
dv(ζ)





|1− ζ cos t|n+α+2
dv(ζ).












|1− r cos teiϕ|n+α+2
,
што, уз још једну примену Парсевалове једнакости даје:∫ 2π
0
dϕ









































, k + n+ α).
Ово даје:






+ k − 1
k
)2












, k + n+ α) cos2m t(1− cos2 t)1−k.
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Како је (1− cos2 t)1−k sin2k t = 1− cos2 t, закључујемо:














× B(k + 1, n+ α− 1)B(m+ 3
2
, k + n+ α) cos2m t.
Посматрајмо, сада, функцију φ дефинисану са













B(k + 1, n+ α− 1)×
×B(m+ 3
2
, k + n+ α)xm,
за 0 ≤ x < 1 (због услова 0 ≤ cos t < 1).
Користећи B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β)
добијамо:









































+ k − 1
























n+ k + α +m+ 1
2
)
· · · · ·
(
n+ α +m+ 3
2
)

































што је, према Гаусовој теореми, једнако









Отуда је и горња двострука сума једнака:
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)2 = (m+ 12)(m+ 32)(m+ 1)2 < 1.
Специјално, имамо и am ≤ a0.









тј. φ(x) ≤ φ(0).
Штавише, φ(x) је опадајућа, будући да се може записати у облику:
φ(x) =











Ово је суштина нашег доказа.

















Према [28] , за ξ = (1, 0, 0 . . . , 0) имамо l(0) = 2
π
C̃α,n. Ово се могло добити и
из горњег реда стављајући да x тежи 1.
Коначно, горња израчунавања нам дају
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l(t) = (1 + n+ α)cαkαπ




























cos2m t, 0 < t ≤ π
2
,
и l(t) расте по t ∈ [0, π
2
]. (Јер је φ(x) опадајућа и важи l(t) = φ(cos2 t).)
Користећи дефиницију Похамеровог симбола (a)k, хипергеометријских
функција и Ојлерову трансформацију из уводног поглавља имамо:
l(t) =









; 1; cos2 t).
Оцена норме сада природно следи из Леме 17:
‖Pα‖β̃ ≤ ‖Pα‖B̃ ≤ 1 + ‖Pα‖β̃.
Овим је доказ основног резултата овог одељка, тј. Теореме 28 завршен.









5.1 Рисова пројекција - основни појмови и увод
У овој глави дефинисаћемо Рисову пројекцију и доказати неке оптималне
оцене норми овог оператора. Као занимљиве последице наводимо извесне
изопериметријске неједнакости за хармонијске функције.









f̂(n)ζn ∈ Hp(T), (5.1)








Јасно је, из Парсевалове једнакости да оператор P+ јесте ортогонална
пројекција L2(T) на H2(T) и ‖P+‖L2(T) = 1.
Ограниченост оператора P+ на Lp(T) за 1 < p < +∞ је класична теорема
Марсела Риса ([68]). Ова теорема има доста различитих доказа. У [75] или [63]
може се наћи елементаран доказ Стејна, заснован на примени Харди-Стејнове
једнакости. Ми ћемо овде скицирати доказ јачег резултата, тј. одређивање
тачне норме оператора на Lp(T).
Проблем одређивања вредности ‖P+‖Lp(T) био је дуго отворен. Вредности
‖P+‖Lp(T) за p = 2k, k ∈ N , одредили су Гохберг и Крупњик у [22]. У истом





за 1 < p < +∞.
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Ова претпоставка коначно је доказана 2000. године од стране Холенбека
и Вербицког, коришћењем метода плурисубхармонијских миноранти. Овај
метод ћемо и ми користити за резултате који су тема овог поглавља. Рецимо
и да оператор није ограничен на L1(T) и да штавише и не постоји ограничена
пројекција L1(T) на H1(T). Ово је први показао Њуман у [61] , а потом уопштио
Рудин ([73]). Још неки класични резултати везани за Рисову пројекцију могу
се наћи у [4],[5],[63],[27].
Као и обично, Hp(T) који овде спомињемо као потпростор од Lp(T) са
негативним Фуријеовим коефицијентима једнаким нули, идентификујемо са









Тада је f ∗(ζ) = limr→1− f(rζ) ∈ Lp(T) и ‖f ∗‖Lp(T) = ‖f‖Hp(T).








dζ, z ∈ D
са густином f ∈ Lp(T).





Такође, Рисова пројекција је у врло блиској вези са Хилбертовим операто-
ром H који функцији u из хармонијског Хардијевог простора hp(D) додељује
њен хармонијски конјугат ũ тј. функцију такву да је u + iũ холоморфна.
Класичан резултат Пихоридеса ([67]) даје ‖H‖ = tg π
2p̃
, где је p̃ = min{p, p
p−1}.
Није тешко видети да се овај резултат може добити и као последица резултата
Холенбека и Вербицког.
Главна тема наших разматрања биће Lp процене норме нелинеарног опера-
тора (
|P+f |s + |P−f |s
) 1
s (5.3)
и изопериметријске неједнакости за хармонијске функције.
Вратимо се на резултат Холенбека и Вербицког, будући да је метод кори-
шћен у доказу значајан за наша истраживања. Главна идеја је у проналажењу





|w + z|p −max{|z|p, |w|p}.
Испоставља се да F (w, z) можемо потражити у облику
F (w, z) = cpRe((wz)
p
2 )
тј. да важи неједнакост
max{|z|p, |w|p} ≤ 1
sinp π
p
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за одговарајућу позитивну константу cp при 1 < p < 2. Овде је то, због
дуалности и довољно. Ми ћемо за аналогне неједнакости разматрати и случај
спрегнутих изложилаца.
Неједнакост (5.4) је инваријантна у односу на трансформације
(w, z) → (ζw, ζz), ζ ∈ C, ζ 6= 0.




|1 + ζz|p − cpRe((ζz)
p
2 )














Детаљи доказа ове неједнакости могу се наћи у [25]. Претходни редови
дају мотивацију за аналогна разматрања оператора.










































што је и нешто боља процена од жељене.
У [26] Холенбек и Вербицки дискутују о неједнакости
‖
(
|P+f |s + |P−f |s
) 1
s‖Lp(T) ≤ C(p, s)‖f‖Lp(T)
са оптималном константом C(p, s).
Овај проблем можемо посматрати и као модел-проблем за извесне вектор-
вредносне неједнакости, где метод плурисубхармонијских миноранти изгледа
обећавајуће. Ми ћемо у наредним редовима доказати да је хипотеза Холенбека







за 1 < p ≤ 2
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за 2 < p < +∞.
Упоредо са наведеним неједнакостима, размотрићемо и неједнакости облика
‖f‖Lp(T) ≤ C ′(p, s)‖
(
|P+f |s + |P−f |s
) 1
s‖Lp(T)
са најбољом могућом константом C ′(p, s). Овде ћемо најбољи резултат пости-
ћи за s ≥ 2. Докази ових неједнакости представљају део заједничког рада
Маријана Марковића и аутора тезе ([45]).
5.2 Докази основних процена
Овде ћемо показати да претпостављена неједнакост
‖
(










за 1 < p ≤ 2 важи за свако 0 < s ≤ 2.
Неједнакост (5.6) доказаћемо на два начина. Први који ћемо изложити је
једноставан доказ који се ослања на Калајев резултат из [33], док у другом
дајемо независан доказ, који има извесне техничке олакшице у односу на доказ
из [33].
Приметимо да се Теорема 2.1 из [33] природно интерпретира као (5.6) у














































































5.2. ДОКАЗИ ОСНОВНИХ ПРОЦЕНА
У наведеном доказу, с обзиром на наше позивање на Калајеву неједнакост,
крије се примена поменутог метода плурисубхармонијске миноранте. Примена
овог метода односи се на свођење доказа неједнакости (5.6) на доказивање једне
елементарне неједнакости за комплексне бројеве. Ипак, доказ те неједнакости
у наведеном раду Давида Калаја у случају s = 2 на извесним местима користи
тешку технику, па ћемо ми овде дати и један доказ који користи погодне
рачунске трикове за свођење оцене на једноставније.
Први корак ка томе је следећа:
Лема 23 (Калај [33], Марковић и Мелентијевић [45]). За 0 < s ≤ 2, 1 < p ≤ 2,





















Доказ. Означимо леву страну горње неједнакости са Φ(r, t). За фиксирано
0 < s ≤ 2, нађимо евентуалне стационарне тачке ове функције у унутрашњости
скупа (r, t) ∈ [0, 1][0, π](ово је довољно, јер је Φ парна по t) као нуле парцијалних
извода по r и t :
∂Φ
∂r
























































































































































Сада је за потенцијалне стационарне тачке, функција једнака:





































































+ (1 + r2) sin tp
2



































Но, ова неједнакост је тачна, будући да је r− rs+1 ≥ 0, sin(t− tp
2
) ≥ 0, sin tp
2
≥ 0
и rs − r2 ≥ 0 за задате вредности p, r, s и t.
Остаје да проверимо тачке са руба посматраног скупа. Посматрајући исту
функцију Φ(r, t) за t ∈ (−π− ε, π+ ε) за неко ε > 0, видимо да t = π задовољава
услов ∂Φ
∂t
= 0, само за r = 0 (што ћемо касније размотрити) или за p = 2, кад




s + 2− r ≥ 0.
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Докажимо да је функција F опадајућа, па ћемо имати: F (r) ≥ F (1), па из
























































≥ 1, док је p
2
− 1 ≤ 0.













≤ 2− 1s за 0 < s ≤ 2.












Доказ ове неједнакости може се наћи нпр. у [33], мада се иста неједнакост
помиње и раније у раду Вербицког [79].
Наведимо сада и теорему, која лако следи из ове леме, а даје подлогу за
коначан доказ неједнакости (5.6).
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Теорема 29 (Марковић,Мелентијевић [45]). За роизвољне комлексне бројеве




















Доказ. Приметимо да је неједнакост (5.8) хомогена, па дељењем исте са
max{|z|p, |w|p}, а затим, представљајући wz|z|2 у поларном облику добијамо не-
једнакост из претходне леме.
Коначно, применимо Теорему 29 за комплексне бројеве z = P+f(ζ) и



















































Теорема 30 (Марковић, Мелентијевић [45]). Нека је 1 < p ≤ 2, 0 < s ≤ 2 и




















Сада ћемо укратко формулисати и доказати и аналогну неједнакост за
p > 2.
Теорема 31 (Марковић, Мелентијевић [45]). Нека је 2 < p < +∞, 0 < s ≤ 2






















Доказ. Као и у случају 1 < p ≤ 2, применићемо Теорему 2.1 из [33], из које



































Ипак, остаје да се уверимо да процене дате претходним теоремама заиста
јесу оптималне.То је тема наредне подсекције.
5.3 Оптималност процена
Овде ћемо размотрити једну фамилију функција, која зависи од три пара-
метра и чијим погодним избором ћемо установити да су константе у неједна-
костима (5.9) и (5.10) најбоље могуће. Нека је fγ(z) = αRegγ(z) + iβImgγ(z),




















































∣∣αRegγ(ζ) + iβImgγ(ζ)∣∣p|dζ|) 1p
=
(





































па је: (∣∣P+fγ(ζ)∣∣s + ∣∣P−fγ(ζ)∣∣s) 1s = (∣∣∣∣α + β2










∣∣s + |P−fγ∣∣s) 1s‖Lp(T) = (∣∣∣∣α + β2





















































Ова процена важи за 1 < p ≤ 2, 0 < s < +∞ и за s < 2 показује да је константа
у Теореми 30 најмања за коју ова неједнакост важи.
















Сада ћемо размотрити неједнакости облика:
‖f‖Lp(T) ≤ C ′(p, s)‖
(
|P+f |s + |P−f |s
) 1
s‖Lp(T).
Постојање коначне константе C ′(p, s) у горњој неједнакости последица
је Теореме Банаха о хомеоморфизму. Ипак, за добијање тачне вредности
потребан је конструктиван приступ.

































одакле добијамо следећу теорему:








|P+f |s + |P−f |s
) 1
s‖. (5.12)
Поступајући сасвим аналогно у случају p, s > 2 долазимо до наредне
теореме:








|P+f |s + |P−f |s
) 1
s‖. (5.13)
Природно се намеће и питање да ли се могу добити и мање константе од
наведених у Теоремама 32 и 33. Наредни редови показују да су константе у
овим теоремама и најмање могуће. Размотримо опет фамилију fγ дефинисану


















|α + β|s + |α− β|s
) 1
s
Последњи супремум није мањи од вредности последњег израза добијеног за


























за p > 2.
Приметимо да специјалан случај претходних неједнакости за s→ +∞ даје






}‖max{|P+f |, |P−f |}‖.
Напоменимо такође и да се интеграљењем по диску D функција ρ|f(ρz)|p и
ρ(|g(ρz)|s+h(ρz)|s) ps , при f = g+h, за холоморфне g и h добијају и неједнакости














































за s ≥ 2 и 1 < p < +∞.
Претходне неједнакости су најјаче за s = 2, с обзиром на неједнакост
средина и у том облику налазе се и у [33] . Функције које смо користили
као тест функције за показивање оптималности константи у проценама за
Хардијеве просторе биле су погодне управо због особине дате једнакошћу
(5.11). То не важи у случају Бергманових простора, па је врло вероватно да
(5.14) и (5.15) нису и најбоље могуће неједнакости.
Наведимо на крају поглавља још један резултат из [33], који се односи на
примену доказаних неједнакости Рисовог типа за s = 2 за добијање изопери-
метријских неједнакости за хармонијске функције. Наредни резултат дело је
Давида Калаја и ми ћемо овде доказ из [33] изложити у нешто краћем облику.
Теорема 34 (Калај [33]). Нека је f комлексна хармонијска функција на D




























чији се доказ може наћи у [34] и чињенице да је log(|g|2 + |h|2) субхармонијска
функција, ако су f и g холоморфне.
Запишимо сад задату хармонијску функцију f у облику f = g + h, са
















































На овом месту применићемо на сваком другом чиниоцу у сабирку неједнакост∫
D




























Сада примена неједнакости између аритметичке и геометријске средине, као и




























































































што смо и желели.
Иако се овде добијају конкретне оцене само за hn(D), где је n природан
број већи од 2, напоменимо и да сличне, мада слабије процене постоје и за
све hp(D), за p > 1, и дело су истог аутора и Ромеа Мештровића ([29]). За
p = 1 аналогна неједнакост не постоји. За разлику од хармонијских, код
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